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ВВЕДЕНИЕ

Опыт накопления и систематизации знаний в области исследова-
ния математических моделей различных физических явлений демон-
стрирует важное значение использования классических аналитиче-
ских методов построения и анализа решений граничных задач ма-
тематической физики.

В главе 1 кратко представлены уравнения динамической теории
упругости, акустики и феноменологической теории М. Био пористо-
упругой насыщенной жидкостью (ПУНЖ) среды, описаны методы
суперпозиции и собственных функций для решения граничных задач
математической физики, описан метод ортогональных многочленов
для построения и исследования решений интегральных уравнений ди-
намических контактных задач, приведены основные сведения об ин-
тегральных преобразованиях Фурье, Лапласа, Меллина и Ханкеля,
которые используются в книге.

В монографии рассмотрены некоторые вопросы, связанные с ис-
пользованием, в основном применительно к граничным задачам ли-
нейной теории упругости и акустики метода суперпозиции (метод ча-
стичных областей) – главы 2–4 и метода собственных функций (метод
Фурье, метод однородных решений) – глава 5. Содержательный об-
зор исследования граничных задач теории упругости на основе этих
подходов содержится в монографиях [87, 160] и статьях [40, 99, 376].
Несмотря на более чем вековую историю использования методов су-
перпозиции и собственных функций, актуальными, как с прикладной
так и с теоретической точек зрения, остаются вопросы строгого мате-
матического обоснования применимости этих методов в конкретных
граничных задачах математической физики. Не утрачен интерес к во-
просам разрешимости и асимптотического поведения решений алгеб-
раических и интегроалгебраических систем уравнений, возникающих
при построении решений граничных задач в рамках метода суперпози-
ции, вопросам о характере сходимости и возможности регуляризации
рядов и интегралов с неизвестными коэффициентами и плотностями,
представляющих решение граничной задачи.

Следует отметить, что в практическом плане, что касается воз-
можной физической трактовки получаемых численных результатов,
каждый из рассмотренных методов обладает определенными недо-
статками. Так, использование метода суперпозиции более приспособ-
лено для анализа ближнего поля, в то время как разложения по соб-
ственным функциям важны, особенно в динамических задачах, при
анализе дальнего поля. Поэтому важным моментом является установ-
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4 Введение

ление аналитической связи между представлениями решения гранич-
ной задачи по методу суперпозиции и по методу собственных функ-
ций.

Метод ортогональных многочленов (полиномов), представленный
в главах 6, 7, является эффективным инструментом для построения
и исследования широкого класса линейных интегральных уравнений
динамических контактных задач. Применение метода позволяет полу-
чить эффективные решения для статических и динамических задач о
взаимодействии фундаментов с грунтовым основанием.

В главе 6 рассмотрены установившиеся и нестационарные гори-
зонтальные и вращательные (под действием момента в вертикальной
плоскости) колебания круглого в плане штампа на упругом полупро-
странстве, а также связанные горизонтально-вращательные колеба-
ния. Решение интегральных уравнений основано на представлении
неизвестных контактных напряжений в виде рядов по ортогональ-
ным в области круга многочленам с коэффициентами, зависящими
от времени (метод ортогональных полиномов). На этой основе рас-
смотрены горизонтальные колебания цилиндрических конструкций,
взаимодействующих с упругим основанием и слоем воды, моделиру-
ющих колебания гравитационных морских платформ при силовых и
сейсмических воздействиях.

В главе 7 моделируется взаимодействие жестких штампов при гар-
монических вертикальных колебаниях с ПУНЖ основанием по моде-
ли Био (полупространство, полоса). Исследуется граничный случай
отсутствия дренажа под подошвой фундамента при условии скользя-
щего контакта, рассматривается влияние параметров модели и геомет-
рических параметров на изменение импеданса и реакции с частотой,
оценивается изменение составляющих реакций твердой и жидкой фаз.
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ГЛАВА 1

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ
СРЕД И ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИСПОЛЬЗУЕМЫХ
МЕТОДОВ

1.1 Уравнения акустики

Ниже в ряде задач рассматриваются уравнения акустики на основе моде-
ли идеальной сжимаемой жидкости для среды, в которой распространяется
звук [39, 89, 90, 114, 120, 156, 289]. Изменение состояния такой среды при её
возмущениях характеризуется такими величинами: скоростью частиц v(~r, t),
давлением p (~r, t) и акустическим сжатием s (~r, t) – изменением плотности сре-
ды при прохождении волн

s (~r, t) =
ρ (~r, t)− ρ0

ρ0
,

где ~r – вектор положения точки, t – время, ρ и ρ0 – плотность соответственно
возмущенной и невозмущенной среды.

При изменении давления и плотности частиц среды справедлива зависи-
мость

p = K0 s, (1.1)

где K0 – модуль объемного сжатия (адиабатический):

K0 = V
∂ p

∂ V
= −1

ρ

∂ ρ

∂ p
, (1.2)

V – объем.
Параметры s и K0 являются фундаментальными физическими характери-

стиками среды. В невозмущенном состоянии среда считается однородной, т. е.
ρ0 и K0 – постоянные величины.

Сжимаемость среды характеризуется коэффициентом сжатия

β = 1/K0.



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

6 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

Предположение о физической и геометрической линейности процесса де-
формирования среды при распространении звуковых волн позволяет суще-
ственно упростить систему уравнений гидродинамики [39, 120, 161, 280] и све-
сти задачу описания движения в среде к определению одной из скалярных
функций положения точки ~r и времени t – потенциала скорости Φ(~r, t) (при
безвихревом движении жидкости) или давления p (~r, t)). Эти функции связаны
между собой соотношением

p (~r, t) = ρ0
∂ Φ(~r, t)

∂t
. (1.3)

Обе функции удовлетворяют волновому уравнению, связывающему сжатие и
инерцию:

∆Φ =
1

c20

∂ 2Φ

∂t2
, (1.4)

где ∆ – дифференциальный оператор Лапласа; c0 – скорость звука

c 2
0 = K0 ρ 0. (1.5)

Предполагаем, что все характеристики звукового поля зависят от времени
по гармоническому закону (установившиеся колебания) в виде комплексной
временной функции exp(iωt), где ω – круговая частота. С учетом принятой
временной зависимости давление определяется как

p = i ωρ 0Φ. (1.6)

Основное уравнение для потенциала скоростей частиц акустической среды
(1.4) переходит в уравнение Гельмгольца:

∆Φ + k2Φ = 0, (1.7)

где k – волновое число

k2 =
ω2

c20
. (1.8)

При установившемся движении достигается существенное упрощение матема-
тической формулировки задачи – отпадает необходимость рассматривать на-
чальные условия и наиболее просто формулируются условия на бесконечности.
Далее в акустических задачах рассматривается также аналогичная временная
зависимость exp(−iωt).

В цилиндрических координатах (r, ϕ, z), где r – радиальная, ϕ – угловая,
z – осевая координаты, оператор ∆ в дифференциальных уравнениях (1.4),
(1.7) для потенциала скорости Φ (r, ϕ, z, t) имеет вид

∆ = ∇2 =
∂ 2

∂ r2
+

1

r

∂

∂ r
+

1

r2

∂ 2

∂ ϕ2
+

∂ 2

∂ z2
. (1.9)
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§ 1.1 Уравнения акустики 7

Типичными задачами акустики, согласно [289] являются задача излучения
и задача дифракции звука. Граничную поверхность обозначим здесь S, а n –
нормаль к поверхности.

Для описания акустических свойств различных сред или тел, ограничива-
ющих область существования звуковой волны, удобной характеристикой гра-
ницы оказывается величина акустического импеданса Z, равная отношению
звукового давления к нормальной составляющей колебательной скорости:

Z = −p/vn. (1.10)

Выбор знака здесь соответствует случаю, когда нормаль к поверхности S на-
правлена наружу.

Граничные условия для акустических задач имеют следующие основные
особенности.

Задача дифракции заключается в определении звукового поля при паде-
нии волны Φ0 на тело, ограниченное поверхностью S. В результате рассеяния
возникает новое поле Φ = Φ0 + ΦS , причем разница ΦS между новым полем
и первоначальным называется рассеянной волной. Полное поле Φ на поверх-
ности S должно удовлетворять одному из следующих граничных условий.

1) Φ |S = 0 – задача Дирихле, соответствующая дифракции звука на аб-
солютно мягкой поверхности, на которой и имеем нулевое значение давления
p |S = 0;

2)
∂Φ

∂n
= 0 – задача Неймана, соответствующая дифракции на абсолютно

жесткой поверхности со значением нормальной к поверхности S составляющей
скорости −grad Φ · ~n |S = v (S, t);

3)
(
∂Φ

∂n
+ σΦ

)∣∣∣∣
S

= 0 – смешанная (или третья) краевая задача, соответ-

ствующая дифракции на импеданcной поверхности, где σ – коэффициент;

4)
[
∂ Φ

∂n
+ σ(S) Φ

]∣∣∣∣
S

= 0 – четвертая краевая задача, из которой в частных

случаях σ →∞, σ → 0, σ = const следуют соответственно первая, вторая или
третья задачи.

Кроме указанных задач существует обширный класс проблем, для которых
граничные условия зависят не только от первой производной потенциала, но
и от производных более высоких порядков. В общем случае LΦ = 0, где L –
дифференциальный оператор, определяющий свойства поверхности.

В задаче излучения на некоторой поверхности S задается нормальная со-
ставляющая колебательной скорости

v |S = −∂Φ

∂n

∣∣∣∣
S

= f(S),
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8 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

а требуется определить звуковое поле в пространстве. Может быть задана не
колебательная скорость, а звуковое давление, или потенциал Φ|S = f(S), или

комбинация
(
∂Φ

∂n
+ σΦ

)∣∣∣∣
S

= f(S).

Задача определения звукового поля по заданному давлению или потенци-
алу Φ|S = f(S) называется задачей Дирихле (первой краевой задачей).

Определение поля по заданной производной (колебательной скорости)
∂Φ

∂n

∣∣∣∣
S

= f(S) называется задачей Неймана (второй краевой задачей).

Если же задана комбинация
(
∂Φ

∂n
+ σΦ

)∣∣∣∣
S

= f(S), причем σ на всей

поверхности S является постоянной величиной, то такая задача называется
смешанной (третьей) краевой задачей.

Если σ = σ(S) зависит от расположения точки на поверхности S, то такая
задача называется четвертой краевой задачей, простейшим примером которой
является определение звукового поля, излучаемого поршнем, движущимся с
заданной колебательной скоростью и расположенным в акустически мягком
экране с граничным условием Φ|S = f(S).

В задачах дифракции, в отличие от задач излучения, условиям излучения
должна удовлетворять рассеянная часть полного поля ΦS .

Приведенные граничные условия лишь приближенно характеризуют свой-
ства реальной поверхности при малых колебаниях.

Кроме условий на границе для определения поля необходимо также ис-
пользовать условие излучения, заключающееся в том, что из всех возможных
решений следует выбирать такие, которые обеспечивают убывание поля по
определенному закону при удалении точки наблюдения от источника излуче-
ния.

В рассматриваемых ниже задачах учитывается спектр монохроматических
компонент с разными волновыми числами, описываемый уравнениями при
сложных граничных условиях с применением интегральных преобразований.

Акустические свойства пористоупругой насыщенной жидкостью (ПУНЖ)
среды при определенных условиях могут быть рассмотрены на основе фе-
номенологической модели среды, предложенной М. А. Био и Я. И. Френке-
лем [141, 142, 278, 316, 317, 319], которая описывает существование трех типов
волн в такой среде. Описание модели приведено в § 1.3.

1.2 Уравнения динамической теории упругости

Уравнения линейной динамической теории упругости (см., например,
[91, 95, 118, 136, 190, 203, 229, 255, 306]) справедливы для материалов, облада-
ющих упругостью, в процессах, при которых можно считать малыми пере-
мещения, деформации, скорости, ускорения и изменения плотности частиц
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§ 1.2 Уравнения теории упругости 9

сплошной среды. Рассматриваемые процессы являются адиабатическими или
изотермическими.

Зависимость между напряжениями и деформациями идеально упругого
однородного анизотропного тела выражает закон Гука

σi j = ci j k l εk l, (1.11)

где ci j k l – упругие константы; σi j – тензор напряжений; εk l – тензор дефор-
маций. Связь перемещений с упругими деформациями определяется геомет-
рическими соотношениями Коши

εk l =
1

2
(uk, l + ul, k), k, l = 1, 2, 3, (1.12)

где компоненты вектора перемещений ~u = (u1, u2, u3).
Общее уравнение движения имеет вид

σi j, j + Fi = ρ
∂ 2 ui
∂ t 2

, i, j = 1, 2, 3 ,

где ~F = (F1, F2, F3) – вектор объемных сил; ρ – плотность среды в невозму-
щенном состоянии.

Для изотропной среды

ci j k l = λ δ i j δk l + µ (δi k δj l + δi l δj k); (1.13)

σi j = λ δ i j εk k + 2µ ε i j , (1.14)

где
εkk = ε11 + ε22 + ε33 = e = div ~u

– объемное расширение [136]; δ i j – символ Кронекера

δ i j =

{
0, i 6= j,

1, i = j;
(1.15)

µ, λ – параметры Ламе:

λ =
ν E

(1 + ν)(1− 2ν)
; µ ≡ G =

E

2(1 + ν)
. (1.16)

Здесь G – модуль сдвига; E – модуль Юнга; ν – коэффициент Пуассона.
Рассмотрим уравнения движения изотропной упругой среды (уравнения

Ламе) в векторной форме:

µ∇ 2 ~u + (λ+ µ) grad div ~u + ~F = ρ
∂ 2 ~u

∂ t 2
, (1.17)
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10 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

где ∇2 = ∆ – оператор Лапласа. Для декартовых координат имеем

µ∇ 2 ui + (λ+ µ)
∂ e

∂ sxi
+ Fi = ρ

∂2 ui
∂ t 2

, i = 1, 2, 3 , (1.18)

где sxi – декартовы координаты точки.
Векторное поле перемещений можно представить в виде [203]

~u = gradϕ + rot ~Ψ, div ~Ψ = 0 . (1.19)

Подставляя (1.19) в (1.17) и применяя операции дивергенции и ротации, в
случае отсутствия объемных сил (~F = 0) получаем уравнение

grad

[
(λ+ 2µ)∇2ϕ− ρ ∂

2ϕ

∂st 2

]
+ rot

(
µ∇2~Ψ− ρ ∂

2~Ψ

∂st 2

)
= 0. (1.20)

Отсюда для потенциалов следуют однородные волновые уравнения

∇2 ϕ − 1

c 2
1

∂ 2 ϕ

∂ st 2
= 0 ; ∇2 ~Ψ − 1

c 2
2

∂ 2 ~Ψ

∂ st 2
= 0 , (1.21)

где c1 =
√
λ+ 2µ/ρ – продольные упругие волны (не связанные с вращением,

безвихревые), распространяющиеся в упругой среде, c2 =
√
µ/ρ – поперечные

упругие волны (не связанные с объемным расширением, эквиволюминальные).
При рассмотрении шаровых и девиаторных составляющих тензоров дефор-

маций и напряжений для шаровой составляющей (при гидростатическом и
гидродинамическом давлении p) рассматривается объемный модуль упруго-
сти (модуль объемного сжатия):

K = −V ∂p

∂V
= λ+

2

3
µ =

E

3(1− 2ν)
. (1.22)

Таким образом, движение упругой изотропной среды характеризуется дву-
мя упругими упругими постоянными, например λ, µ или E, ν, и плотностью
ρ. Связь параметров из выражений (1.16), (1.22) и скоростей объемных волн
представлена в [91, табл. 1], [329, с. 62] и др.

Второе уравнение в (1.21) является векторным, оно эквивалентно системе
трех скалярных уравнений. В случае гармонических колебаний получаются
уравнения Гельмгольца (1.7).

Вдоль границ раздела могут распространяться поверхностные волны с ха-
рактерными для них скоростями [35]: например, волны Рэлея на свободной
поверхности упругого полупространства, волны Стоунли (при определенных
условиях) на границе раздела упругих сред. В слоистой упругой среде возни-
кают волны Лява.
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§ 1.2 Уравнения теории упругости 11

Если в (1.17) положить µ = 0, то имеем линеаризованные уравнения иде-
альной сжимаемой жидкости, при этом K = K0 из (1.2).

Далее рассматриваются уравнения динамической теории упругости и аку-
стики в цилиндрической системе координат (r, ϕ, z), где r – радиальная, ϕ –
угловая, z – осевая координаты. Уравнения теории упругости для неосесим-
метричного случая, рассматриваемые в главе 6, представлены, например, в
[5, 160,332,400,413,420]. В этом случае уравнения движения упругой среды в
цилиндрических координатах имеют вид

(
1− β2

) ∂θ
∂z

+ β2∇2w = β2 ∂
2w

∂t2
;

(
1− β2

) ∂θ
∂r

+ β2∇2u− β2

(
u

r2
+

2

r2

∂v

∂φ

)
= β2 ∂

2u

∂t2
;

(
1− β2

) 1

r

∂θ

∂φ
+ β2∇2v − β2

(
v

r2
+

2

r2

∂u

∂φ

)
= β2 ∂

2v

∂t2

(1.23)

с оператором (1.9), где w = w(r, φ, z, t), u = u(r, φ, z, t), v = v(r, φ, z, t) – со-
ответственно вертикальная, радиальная и тангенциальная составляющие пе-
ремещений упругой среды; θ – объемная сжимаемость:

θ = θ (r, φ, z, t) =
∂w

∂z
+

1

r

∂

∂r
(ru) +

1

r

∂v

∂φ
.

Напряжения и деформации являются периодическими функциями угла φ.
Перемещение представляется в форме рядов Фурье по переменной φ с общим
членом ряда для каждой из компонент:

u = u∗(r, z) cos(nφ), v = v∗(r, z) sin(nφ), w = w∗(r, z) cos(nφ). (1.24)

Перемещения связаны с потенциалами следующим образом:

u =
∂ ϕ

∂ r
+

∂2 ϕ

∂ r ∂ z
, v =

∂ ϕ

∂ z
− ∂2 ψ

∂ r2
− 1

r

∂ ψ

∂ z
,

где u (r, z, φ, t), v (r, z, φ, t) – соответственно радиальные и вертикальные пере-
мещения точек упругой среды; ϕ, ψ – скалярные потенциалы.

Компоненты напряжений определяются такими зависимостями:
на радиально ориентированных площадках

σr = λ
∂ v

∂ z
+ (λ+ 2µ)

(
∂

∂ r
+

1

r

)
u;
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12 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

на площадках, перпендикулярных оси Osz,

σz = λ

(
∂

∂ r
+

1

r

)
u+ (λ+ 2µ)

∂ v

∂ z
;

касательные напряжения

τr z = µ

(
∂ v

∂ r
+
∂ u

∂ z

)
.

Для полной постановки начально-краевой задачи уравнения динамической
теории упругости необходимо дополнить начальными и граничными условия-
ми.

Начальные условия (при t = 0) обычно относятся к перемещениям и ско-
ростям перемещений.

Граничные условия задаются в перемещениях и в напряжениях. Основны-
ми считаются следующие типы граничных задач: первая – заданы смещения,
вторая – заданы напряжения. Различают также смешанные граничные усло-
вия (задана линейная комбинация смещений и напряжений или на одной части
границы заданы смещения и на другой – напряжения) и контактные условия
(например, заданы нормальная составляющая смещения и касательные состав-
ляющие напряжения или касательные составляющие смещения и нормальная
составляющая напряжения).

Если на поверхности S, ограничивающей упругое тело, задана внешняя
нагрузка q, то имеем граничные условия в напряжениях:

σij nj = qi . (1.25)

Если на S заданы смещения, имеем граничные условия в перемещениях:

ui|S = fi , (1.26)

где fi – заданные функции. Могут быть заданы и смешанные условия:

σij nj |S1 = qi ; ui|S2 = fi , (1.27)

где S включает поверхности S1 и S2.
Для решения задач задаются также начальные условия и условия на бес-

конечности.
В случае бесконечных областей постановка задач о распространении волн

дополняется условиями излучения [12], требующими отсутствия на бесконеч-
ности источников энергии. Для среды с диссипацией формулировка условий
излучения достаточно проста: все характеристики волнового поля стремятся
к нулю с увеличением расстояния от источников колебаний. Для непоглоща-
ющих сред задача усложняется. Условия излучения для акустических сред
получены А. Зоммерфельдом (см., например, [91, гл. 1, § 5]) и выражают тот
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§ 1.2 Уравнения теории упругости 13

факт, что фазовая скорость и скорость переноса энергии в гармонической
волне имеют одинаковую направленность.

Потенциальная энергия упругих деформаций в единице объема (упругий
потенциал) определяется выражением

W =
1

2
ci j k l εi j εk l

и является положительно-определенной квадратичной функцией компонент
тензора деформаций.

Важным является понятие потока мощности в упругой среде. Среднее за
период T значение плотности потока мощности определяется для двумерного
случая зависимостями

W x
s = (−iω/4)

(
σx u

∗ + τxy v
∗ − σ∗x u − τ∗xy v

)
;

W y
s = (−iω/4)

(
τyx u

∗ + σy v
∗ − τ∗yx u − σ∗y v

)
,

(1.28)

где

~Ws =
1

T

T∫
0

~W 0
s d t

и ~W 0
s – мгновенное значение вектора плотности потока мощности.
Решением смешанной динамической задачи теории упругости является

функция перемещений ~u, удовлетворяющих уравнениям Ламе (или в случае
однородной анизотропной среды – более общей системе линейных уравнений
гиперболического типа), заданным начальным и граничным условиям, услови-
ям контакта, ограничениям в окрестности сингулярных точек и линий.

Формальное решение некоторых задач о гармонических колебаниях для
бесконечных и полубесконечных областей приводит к выражениям для харак-
теристик волновых полей, содержащих распространяющиеся и стоячие вол-
ны [386]. Такой результат (см. § 6.1) не удовлетворяет физическим условиям,
поскольку упругие волны от источника возмущения, приложенного к границе,
не встречают на своем пути преград или материалов с другими свойствами,
отразившись от которых они могли бы образовать стоячие волны [230, 386].
Г. Лэмб [386] указал способ получения правильного с физической точки зрения
результата из формального решения. Чтобы решение удовлетворяло принци-
пу излучения, т. е. содержало только распространяющиеся от источника воз-
мущения на бесконечность волны, необходимо выполнить интегрирование в
комплексной плоскости по замкнутому контуру, выделить (например, методом
Дж. Лайтхилла [238, гл. 2, § 4]) и исключить слагаемые, соответствующие сто-
ячим волнам. Такая процедура применена ниже при получении выражений
для компонент трансформант перемещений границы упругого полупростран-
ства (6.43), (6.87).
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14 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

В случае ограниченной области задаются краевые условия на границе или
на ее отдельных участках: вектор напряжения, вектор перемещения, нормаль-
ная составляющая вектора перемещения и касательная составляющая вектора
напряжения или наоборот. Точки, в которых заданы такие условия, называют-
ся регулярными.

На участках границы, где имеет место смена упругих свойств, обычно за-
даются условия жесткого контакта или скользящего контакта.

В связи с наличием на границе сингулярных линий и точек (ребер и вер-
шин, линий смены граничных условий, на которых не определены граничные
условия из-за отсутствия нормали к границе), а также линий смены свойств
упругой среды, необходимо задать здесь дополнительные условия, чтобы обес-
печить единственность решения (см., например монографию В. А. Бабешко,
Е. В. Глушкова и Ж. Ф. Зинченко [12]). Эти условия связываются с опре-
деленными физическими требованиями. Ограничение на поведение решений
динамических задач в окрестности неподвижных сингулярных точек и линий
следующее: если компоненты вектора перемещения имеют порядок ε β+const,
ε → 0, то главные члены компонент напряжения пропорциональны ε β−1. До-
статочным требованием здесь является ограничение перемещения в окрестно-
сти сингулярной линии (β > 0), а в окрестности сингулярной точки β > −1/2.

Для подвижных границ или сингулярных линий и точек ставятся специ-
альные кинематические и динамические условия совместности, выражающие
закон сохранения количества движения при переходе через поверхность.

1.3 Уравнения движения пористоупругой насыщенной жидкос-
тью среды

1.3.1 Многофазные модели грунтовой среды

В различных приложениях разрабатываются и применяются теории пори-
стоупругой насыщенной жидкостью среды. Обзор моделей пористых сред, ме-
тодов определения параметров моделей и решение задач представлен в рабо-
тах В. Г. Баженова и Л. А. Игумнова [14], М. A. Био [315–317], О. В. Бочарова
с соавт. [321], Г. Л. Бровко [30,274,330], Н. С. Городецкой [79–84], А. А. Губай-
дулина и О. Ю. Болдыревой [94], Ал. А. Ковтуна [132,133], Р. М. Исрафилова
и Е. В. Савельевой [121, 122], В. Н. Николаевского [189], В. Н. Николаевского
с соавт. [172], Ю. Н. Немиша и Р. М. Исрафилова [184], Б. Мардонова [167],
Я. Я. Рущицкого [217], Я. Я. Рущицкого и Р. М. Исрафилова [218, 219], Я. И.
Френкеля [278], Л. П. Хорошуна [282, 283], R. de Boer [322–324], T. Bourbie с
соавт. [329], M. P. Cleary [338], H. Deresievicz, R. Skalak [347], H. Kingsbury [384],
Y. Kim, H. Kingsbury [382], C. C. Mei, M. A. Foda [392], M. Schanz, D. Pryl [409],
K. Wilmanski [441], а также в [266] и др. Разнообразные модели и задачи физи-
ки многофазных сред рассматривались в работах Р. И. Нигматулина [185–187],
O. Coussy [343].
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§ 1.3 Пористоупругая насыщенная жидкостью среда 15

Основные динамические свойства насыщенных жидкостью грунтовых сред
и оснований сооружений и акустические явления в них рассматривались в
работах [62,266,293,295,309,313,335,337,396,397,410,429,432] и др.

Практическое значение имеет отличие характера взаимодействия фаз при
разных условиях: тип грунта, степень насыщения его жидкостью, сжимаемость
и упругость фаз, условия дренирования, частотный состав динамического воз-
действия и др. Крайними случаями, рассмотренными в работах [162,238,266],
являются модели сред “с совершенной связью” и “без связи”. Это означа-
ет, что различаются следующие состояния среды: дренированное (drained),
при нулевом поровом давлении и отсутствии фильтрации, и недренированное
(undrained), при сохранении объема жидкости в заданном объеме среды. Для
этих состояний могут быть введены различные упругие модули [338].

Моделирование и анализ изменения статических осадок фундаментных
конструкций при водонасыщении грунта и решение некоторых задач при дина-
мических нагрузках может быть выполнено с использованием программного
комплекса PLAXIS на основе упругих, упругопластических моделей грунта и
модели A. W. Skempton [424] для определения изменения порового давления
∆p0 при изменении главных напряжений ∆σ1 и ∆σ3 из выражения

∆p0 = B[(∆σ1 + 2∆σ3) + (3A− 1)(∆σ1 −∆σ3)]/3

с коэффициентами −0,5 ≤ A ≤ 1,5, (A 6= 0 для связных грунтов) и 0 ≤ B ≤ 1

(B = 1 при полном водонасыщении), определяемыми из опытов на недрени-
рованных образцах грунта.

Широкое применение получила феноменологическая модель ПУНЖ сре-
ды, разработанная Я. И. Френкелем [278] и М. Био [315–320] (см. п. 1.3.2).

В статье V. Gerasik и M. Stastna [354] рассматривается двумерная краевая
задача для пористого полупространства с открытой границей, описываемого
уравнениями модели Био. С использованием методов функций комплексной
переменной общее решение представлено как суперпозиция вкладов четырех
типов движения, соответствующих первой и второй продольным, поперечной
и рэлеевской волнам. Исследованы асимптотическое решение в дальнем поле
для объемных мод и численное решение для ближнего поля.

Обзорная статья K. Wilmanski [441] посвящена применимости четырех ос-
новополагающих параметров модели Био для пористоупругих материалов:
связи напряжений фаз, присутствия относительных ускорений в уравнениях
движения, зависимость проницаемости от частоты и изменения пористости.
Рассмотрены эффекты изменения этих параметров при анализе акустических
волн, распространении фронтов монохроматических и поверхностных волн,
включая волны на границе раздела ПУНЖ среды и жидкости.

R. Stoll и другие исследователи [106, 428, 437, 442] предложили учиты-
вать в модели Био потери от движения частиц скелета в точках контакта
(модель Био-Столла) [427]. При этом вводятся комплексные модули сдвига
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16 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

sµ = µ(1 + iδs) и всестороннего сжатия sKs = Ks(1 + iδl). Мнимые части этих
модулей определяются через логарифмические декременты для продольной
δl и поперечной δs волн. В последующих работах [247,429,430] Р. Столл обоб-
щил результаты экспериментов по измерению затухания в грунтах и выбору
упругих постоянных среды.

Проблемам акустики и геофизики для модели Био с учетом анизотропии
и вязкоупругости посвящена книга T. Bourbie с соавт. [329].

Моделированию слоистых сред с использованием модели Био посвящены
работы [81,132,177] и др.

В работах Л. А. Молоткова [178, 179] построены и исследованы эффек-
тивные модели многослойных периодических сред, в которых чередуются: два
слоя Био, слой Био с упругим слоем, слой Био с жидким слоем.

Аналитические решения для слоя (модель Био) в двумерной постановке
рассматривались в работах Н. С. Городецкой [81], Ал. А. Ковтуна [132]. В
последней рассмотрено распространение волн в слое с жесткими или упругими
(упругие полупространства) граничными условиями.

Решение для перемещений, эффективных напряжений и порового давле-
ния в ПУНЖ слое с защемленной нижней гранью представлено в [266, § 5.1]
для осесимметричной гармонической нагрузки типа непроницаемого штампа.

Результаты исследования напряжений и перемещений (одномерный слу-
чай, метод конечных элементов) при действии гармонической и нестационар-
ной нагрузки на слой из ПУНЖ материала представлены в статьях [262,263],
позже подобные результаты были опубликованы в статье M. Schanz и D.
Pryl [409] и других работах. Применение метода конечных элементов и чис-
ленного интегрирования привело здесь к искажению численных результатов
(эффект Гиббса). Аналитическое обращение трансформант преобразования
Лапласа и Фурье применяется при решении нестационарных задач для упру-
гого слоя в работах В. Д. Кубенко [149, 150] и в статьях Р. М. Исрафилова и
Е. В. Савельевой [121,122] для полупространства и цилиндра в рамках модели
Био.

Для исследования влияния скорости движения осциллирующей нагрузки
на грунтовую среду Т. В. Суворова в [248] с помощью двумерного преобра-
зования Фурье построила решение пространственной задачи, описывающее
волновое поле в вязкоупругом и гетерогенном водонасыщенном слоистом по-
лупространстве, генерируемое движением по его поверхности осциллирующей
нагрузки. Основание моделировалось также слоем, полупространством, двух-
слойным полупространством. Варьировались характер динамического воздей-
ствия, толщина верхнего слоя, механические характеристики (плотность, ско-
рость распространения волн, пористость, водонасыщенность, характеристика
внутреннего трения).

Следует отметить некоторые другие модели ПУНЖ среды. В работе R.
Burridge и J. B. Keller [331] были получены уравнения, описывающие линейное
макроскопическое механическое поведение пористого упругого тела, насыщен-
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§ 1.3 Пористоупругая насыщенная жидкостью среда 17

ного вязкой сжимаемой жидкостью. Вывод основан на уравнениях линейной
теории упругости в твердом теле, линеаризованных уравнениях Навье-Стокса
для жидкости и соответствующих условий на границах раздела твердого тела
и жидкости. Размер пор считается малым относительно макроскопического
масштаба, вследствие чего для вывода макроскопических уравнений может
быть применен двухпространственный метод гомогенизации. Положив малой
безразмерную вязкость жидкости, авторы пришли к уравнениям Био. Если
безразмерная вязкость порядка единицы, то получены другие уравнения, со-
ответствующие вязкоупругому твердому телу.

В статье В. И. Кондаурова [137] в рамках гипотезы взаимопроникающих
континуумов была рассмотрена новая феноменологическая модель насыщен-
ной жидкостью пористой среды. Дано термодинамическое обоснование тензо-
ра эффективных напряжений. Показано, что уравнения Био – одна из форм
термодинамически согласованных определяющих соотношений.

1.3.2 Уравнения модели Био

Модель Био в ее развитии была представлена автором в статьях [315–
320]. Для насыщенных жидкостью пористых грунтовых сред в этой модели
принимаются следующие допущения.

1. Грунт состоит из двух условно сплошных взаимопроникающих фаз – ске-
лета грунта (твердые минеральные частицы) и газированной поровой жидко-
сти. Механические свойства скелета грунта сохраняются и в случае насыщения
жидкостью и определяются действием напряжений, возникающих в скелете.
Изменение давления в поровой жидкости вызывает ее сжатие и движение по
порам, но не влияет на деформацию скелета грунта. Поэтому напряжения в
скелете грунта называют эффективными, а давление в поровой жидкости –
нейтральным.

2. Размеры пор малы по сравнению с расстоянием, на котором существенно
изменяются кинематические и динамические характеристики движения.

3. Фазовые переходы в среде отсутствуют.
4. Деформации и перемещения твердой и жидкой фаз небольшие т. е.

возмущения принимаются слабыми.
5. Газовая составляющая смеси полностью растворена в жидкости, харак-

теризуется объемным содержанием и влияет на плотность и модуль объемной
сжимаемости жидкости.

6. Кинетическая энергия пульсационного движения в твердой и жидкой
фазах и тензор вязких напряжений в жидкости пренебрежимо малы, т. е. вяз-
кость жидкости учитывается только в силе межфазного взаимодействия.

7. Температурные эффекты в среде не принимаются во внимание.
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18 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

В предположении линейности и изотропности пористой твердой фазы за-
кон Гука для ПУНЖ среды представляется в форме

σsij = Ae δij + 2N eij +Qε δij , σf = −ϑ p 0 = Qe+R ε, (1.29)

где eij – геометрические соотношения Коши для тензора деформаций твердой
фазы:

eij =
1

2

(
∂ui
∂sxj

+
∂uj
∂sxi

)
; (1.30)

e – объемное расширение твердой фазы (минерального скелета) и ε – объемное
расширение жидкой фазы:

e = div ~u =
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3
;

ε = div ~U =
∂U1

∂x1
+
∂U2

∂x2
+
∂U3

∂x3
;

(1.31)

ui, Ui (i = 1, 2, 3) – компоненты векторов перемещений твердой ~u и жидкой
~U фаз. Здесь используются упругие характеристики двухфазной среды:

N = µp; A = λp +K0 a
2
0 S0/ϑ = λp −Q2/R;

R = ϑK0 S0; Q = a0 K0 S0,
(1.32)

где λp, µp – упругие константы Ламе пористого упругого скелета (дрениро-
ванной среды); ϑ – открытая осредненная пористость; K0 – модуль объемной
сжимаемости жидкости; a0 = 1 − ϑ − Ks/Kr; Ks = λp + 2µp/3 – модуль
всестороннего сжатия пористого скелета с пустыми порами; Kr – истинный
модуль сжимаемости твердой фазы; S0 = ϑKr/(ϑKr + a0 K0).

Напряженное состояние зернистой твердой фазы с насыщенными жидко-
стью порами характеризуется эффективным напряжениям (часть истинного
напряжения в твердой фазе, которая передается по контакту между зернами
скелета), введенного К. Терцаги [254], [433, p. 12]

σefij = σij − p 0. (1.33)

Согласно теории Био A и N соответствуют постоянным Ламе в теории
упругости; R представляет давление в жидкости, необходимое для сохранения
постоянства общего объема двухфазной среды; коэффициент Q связывает из-
менения объемов фаз, при этом R и Q принимают положительные значения.
Определению значений параметров и коэффициентов модели Био посвящены
статьи [320,382,384,385] и др.
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Уравнения движения имеют вид

ρ11
∂ 2ui
∂ st 2

+ ρ12
∂ 2Ui
∂ st 2

+ b
(
∂ ui
∂ st
− ∂ Ui

∂ st

)
=
∂ σsij
∂ sxj

,

ρ12
∂ 2ui
∂ st 2

+ ρ22
∂ 2Ui
∂ st 2

+ b
(
∂ Ui
∂ st
− ∂ ui

∂ st

)
=
∂ σf

∂ sxi
,

(1.34)

где параметр
b = ϑ2 θ0/Kpr (1.35)

учитывает внутреннее трение при взаимном смещении твердой матрицы и по-
ровой жидкости;Kpr = kf θ0/(ρf g) – коэффициент проницаемости; kf – коэф-
фициент фильтрации; ρ11 = (1− ϑ) ρs − ρ12 и ρ22 = ϑ ρf − ρ12 – эффективные
плотности твердой и жидкой фаз соответственно.

Коэффициент динамической связи фаз (добавочная плотность) ρ12 имеет,
как показал М. А. Био [316], отрицательные значения и часто принимается
равным 0. Для оценки его значения известны формулы

ρ12 = −ρα = −ϑ ρf Cα,

где Cα зависит от формы пор и может приниматься равным 0, 25, или

ρ12 = −2

3
ϑ (1− ϑ) ρf .

Уравнения (1.29), (1.31), (1.34) составляют замкнутую систему для реше-
ния линейных задач динамики ПУНЖ среды и представляют собой модель
Био (см. [316, 317]). Модель описывает распространение в двухфазной сре-
де трех типов объемных волн, которые определяются экспериментально в во-
донасыщенных грунтах донных осадков и других средах с жестким упругим
скелетом.

Уравнения модели Био, полученные с использованием другой системы ко-
эффициентов, представлены в [132,266,320,337,384] и др.

Рассмотрим методику определения скоростей волн для численного моде-
лирования ПУНЖ среды. Если в уравнения движения (1.34) подставить ком-
поненты напряжений σsij и σf , выраженные через деформации eij и ε по фор-
мулам (1.31), а последние представить через перемещения ui и Ui, то получим
систему двух векторных уравнений относительно перемещений твердой матри-
цы и жидкой фазы:

N ∇2~u+ grad [(A+N ) div ~u+Q div ~U ] =

=
∂ 2

∂st
2 (ρ11 ~u+ ρ12

~U) + b
∂

∂st
(~u− ~U),

(1.36)
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20 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

grad(Q div ~u+R div ~U) =

=
∂ 2

∂st
2 (ρ12 ~u+ ρ22

~U) + b
∂

∂st
(~U − ~u).

(1.37)

Векторы перемещения разделяются на безвихревые и соленоидальные состав-
ляющие [141,316]:

~u = gradϕ1 + rot ~ψ1, rotϕ1 = 0 , div ~ψ1 = 0 ,

~U = gradϕ2 + rot ~ψ2 , rotϕ2 = 0 , div ~ψ2 = 0 , (1.38)

что приводит уравнения (1.36), (1.37) к следующей системе:

(A+ 2N )∇2ϕ1 +Q∇2ϕ 2= ρ11
∂ 2ϕ1

∂st
2 + ρ12

∂ 2ϕ 2

∂st
2 + b

∂

∂st
(ϕ1 − ϕ 2),

Q∇2ϕ1 +R∇2ϕ 2= ρ12
∂ 2ϕ1

∂st
2 + ρ22

∂ 2ϕ 2

∂st
2 + b

∂

∂st
(ϕ 2 − ϕ1),

N ∇2 ~ψ1 = ρ11
∂ 2 ~ψ1

∂st 2
+ ρ12

∂ 2 ~ψ2

∂st
2 + b

∂

∂st
(~ψ1 − ~ψ2),

ρ12
∂ 2 ~ψ1

∂st 2 + ρ22
∂ 2 ~ψ2

∂st 2 + b
∂

∂st
(~ψ2 − ~ψ1) = 0 .

(1.39)

Пусть sϕj ,
Ď~ψj , j = 1, 2, – преобразования Лапласа соответствующих потенци-

алов. Тогда, применяя к первым двум уравнениям (1.39) преобразование Ла-
пласа по переменной st (с параметром преобразования p) и, исключая ∆2

sϕ2,
получаем

sϕ2 =
∇ 2

sϕ1[(A+2N )R−Q 2]− sϕ1[p 2(ρ11R−ρ12Q)+bp (R+Q)]

p 2(ρ12R− ρ22Q)− bp (R+Q)
. (1.40)

Подставляя (1.40) в первое уравнение системы (1.39), имеем

[(A+ 2N )R−Q 2]∇4
sϕ1−

−p 2 [(A+2N ) ρ22 +R ρ11−2Qρ12 +(A+2N +R+2Q) b/p ]∇ 2
sϕ1 + (1.41)

+p 4 [ρ11 ρ22 − ρ2
12 + % b/p ] sϕ1 = 0 ,

где % = ρ11 + ρ22 + 2ρ12 – суммарная плотность двухфазной среды, введенная

в [316].
Решение уравнения (1.41) можно представить в виде

sϕ1 = sΦ1 + sΦ2 , (1.42)
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причем введенные функции находятся из решения уравнений

(∇ 2 − p 2β2
1) sΦ1 = 0, (∇ 2 − p 2β2

2) sΦ2 = 0, (1.43)

где
β1 = c2/c1(p); β2 = c2/c12(p); (1.44)

c1(p) = c/
√
z1 и c12(p) = c/

√
z2 – соответственно скорость продольных волн

первого и второго рода с учетом диссипации; c2 =

√
N/ρe – скорость попереч-

ной волны без учета диссипации [317, (5.23)]; ρe = ρ11 − ρ2
12/ρ22 – плотность

двухфазной среды (для поперечных волн); z1 и z2 – корни квадратного урав-
нения

(s11 s22 − s2
12) z2 − [s11 Γ22 + s22 Γ11 − 2s12 Γ12 + b/(% p) ] z+

+[ Γ11Γ22 − Γ2
12 + b/(% p)] = 0. (1.45)

Здесь введены обозначения для безразмерных параметров:
– инерционных (динамических)

Γ11 = ρ11/% ; Γ12 = ρ12/% ; Γ22 = ρ22/% ;

– упругих
s11 = (A+ 2N )/H ; s12 = Q/H ; s22 = R/H , (1.46)

где
c2 = H/% ; H = A+ 2N +R+ 2Q . (1.47)

Первым, согласно [316], принимается корень z1, значение которого стремится
к 1 при стремлении частоты к 0.

С учетом (1.43) и (1.45) выражение (1.40) записывается в виде

sϕ2 = M1
sΦ1 +M2

sΦ2, (1.48)

где коэффициенты

M1,2 =

Γ11s 22−Γ12 s 12−(s 11s 22−s2
12) z 1,2+

b
% p

(s 22 + s 12)

Γ22 s 12 − Γ12 s 22 +
b
% p

(s 22 + s 12)

. (1.49)

При установившихся волновых процессах уравнения (1.43), в которых про-
водится замена p = iω, b/(% p) = −i γb, γb = b/(%ω), принимают вид(

∇2 +
ω2z1,2

c2

)
sΦ1,2 = 0 . (1.50)
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Уравнения (1.50) описывают продольные волны первого и второго рода. Про-
дольная волна первого рода соответствует синфазному движению скелета грун-
та и жидкости, распространяется быстро и с малым затуханием. В продоль-
ной волне второго рода движение скелета грунта и жидкости противофазно
и затухание этой волны значительное. Она связана с перетоком жидкости
относительно упругого скелета и распространяется подобно температурной
волне [316].

Применяя к двум последним уравнениям системы (1.39) преобразование
Лапласа по st и исключая функцию sϕ2 , получаем

Ď~ψ2 = M3
Ď~ψ1 ; M3 = (−ρ12 + b/p)/(ρ22 + b/p) ; (1.51)

(∇2 − p 2β2
3)

Ď~ψ1 = 0 , (1.52)

где

β3 = c2/c2(p); c2(p) =

√
N

ρ11 + ρ12M3 + (1−M3) b/p
. (1.53)

Для гармонических волн имеем уравнение[
∇2 +

ω2

c2
Γ11 + Γ12 M3 − iγb (1−M3)

N H

]
Ď~ψ1 = 0 , (1.54)

которое описывает распространение в двухфазной среде поперечной волны,
скорость которой зависит от частоты.

В задачах динамики насыщенных пористых сред могут быть применены
методы, разработанные для исследования задач линейной теории упругости.
Решение системы уравнений Био в краевых задачах сводится к решению трех
волновых уравнений для двух продольных и одного поперечного потенциалов.

Рассмотрим условия, обеспечивающие единственность решения краевых
задач динамической теории пористоупругости на границах раздела различных
двухфазных сред, двухфазной среды и жесткого или упругого тела, двухфаз-
ной среды и жидкости [347].

Кинетическую и потенциальную энергию в единице объема можно пред-
ставить как [317]

T0 =
1

2
ρ11 u̇

2
i + ρ12 u̇i U̇i +

1

2
ρ22 U̇

2
i , (1.55)

W0 =
1

2
(σsij eij + σf ε) . (1.56)

Записывая выражение для изменения во времени суммы кинетической и по-
тенциальной энергий двухфазной системы в виде

Ṫ + Ẇ =
d

dt

∫
V

(T0 +W0) dV =

∫
V

[(ρ11 üi + ρ12 Üi) u̇i+
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+(ρ12 üi + ρ22 Üi) U̇i + (σsij u̇i,j + σf U̇i,j)] dV (1.57)

и преобразуя его с помощью теоремы Остроградского-Гаусса, получаем

Ṫ + Ẇ =

∫
S

(σsij u̇i + σfδij U̇i)nj dS−

−
∫
V

[
(σsij,j − ρ11üi − ρ12 Üi) u̇i+(σfi − ρ12üi − ρ22 Üi) U̇i

]
dV . (1.58)

В интеграле по объему в (1.58) множитель при u̇i – это сумма поверхностных
и инерционных сил, действующих на элементарный объем скелета среды, а
множитель при U̇i – сумма сил, действующих на элементарный объем жидко-
сти. Каждая из этих сумм равна по величине и обратна по направлению силе,
возникающей при относительном движении жидкости и упругого скелета. При
учете трения эта сила пропорциональна относительной скорости b(u̇i − U̇i).
Таким образом, уже из энергетических соображений получаем уравнения дви-
жения двухфазной среды

σij,j = ρ11 üi + ρ12 Üi + b (u̇i − U̇i) ,

σf·,i = ρ12 üi + ρ22 Üi − b (u̇i − U̇i) ,
идентичные ранее приведенным уравнениям (1.34). Следовательно, интеграл
по объему в (1.58) запишем в виде

2D = 2

∫
V

D0 dV =

∫
V

b (u̇i − U̇i)2 dV, (1.59)

где D0 – функция диссипации в единице объема. Тогда из (1.58) получаем
равенство

Ṫ + Ẇ + 2D =

∫
S

(σsij u̇i + σfδij U̇i)nj dS , (1.60)

где поверхностный интеграл в правой части – работа всех сил, действующих
на двухфазную систему.

Граничные условия для модели Био рассматривались в работах [82,83,168,
266,329,347,428] и др.

Рассмотрим два различных пористых тела с объемами V1 и V2 соот-
ветственно, имеющими общую границу Sc и свободные границы S1 и S2

(рис. 1.1,a). Для обеспечения единственности решения сумма всех сил, дей-
ствующих на поверхностях тел, должна равняться нулю, т. е. в соответствии с
(1.60) имеем ∫

S1

[
σ
s(1)
ij u̇

(1)
i + σf (1) δij U̇

(1)
i

]
n

(1)
j dS+
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Рис. 1.1. Схема для определения граничных условий (из [347]): a – два
пористоупругих насыщенных жидкостью тела V1 и V2 с поверхностями
S1 и S2 и общей границей Sc; б – открытая граница; в – частично
открытая граница; г – закрытая граница

+

∫
S2

[
σ
s(2)
ij u̇

(2)
i + σf (2) δij U̇

(2)
i

]
n

(2)
j dS+

+

∫
Sc

{[
σ
s(1)
ij u̇

(1)
i + σf (1) δij U̇

(1)
i

]
−

−
[
σ
s(2)
ij u̇

(2)
i + σf (2) δij U̇

(2)
i

]}
n

(1)
j dS = 0 . (1.61)

Здесь учтено, что на общей границе нормали n(2)
j = −n(1)

j .
Рассмотрим достаточные условия для обеспечения единственности реше-

ния уравнений Био, приравняв каждый интеграл в выражении (1.61) нулю.
1. В каждой точке границы на поверхностях S1 и S2 следует задать ве-

личины σsij u̇i nj и σf U̇ini. Так, на свободной поверхности двухфазной среды
полагаем, что компоненты тензора напряжений в скелете и давление в жидко-
сти равны нулю.

2. В каждой точке на границе раздела двух различных двухфазных сред
Sc должна соблюдаться по (1.61) непрерывность выражения

(σsij u̇i + σfδijU̇i)nj . (1.62)

Это условие может быть выполнено при удовлетворении непрерывности на
границе напряжений и скоростей σsnn, u̇n, σsnα, u̇α, σf , U̇n, где σsnn и σsnα –
нормальные и касательные компоненты напряжений в скелете; u̇n, u̇α – ком-
поненты скорости точек скелета.

Из физических соображений очевидно, что на границе должна соблюдать-
ся непрерывность относительной скорости фаз:

ẇi = ϑ (U̇i − u̇i) . (1.63)
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Однако непрерывность ẇi несовместима с предыдущими условиями, за исклю-
чением случая контакта двух сред с одинаковой пористостью (ϑ(1) = ϑ(2)) или
отсутствия относительного перемещения между жидкостью и упругим скеле-
том на границе, т. е. ẇi = 0. Учитывая (1.63) и σf = −ϑ p 0, выражение (1.62)
переписываем следующим образом:

(σsij + σfδij) ṅj u̇j − p 0ẇn , (1.64)

т. е. условия непрерывности на границе раздела устанавливаем для величин
σsnn + σf , u̇n, σsnα, u̇α, p 0, ẇn. В рассматриваемом случае поры двух сред
свободно связаны между собой и жидкость перетекает из одной среды в другую
(открытая граница, рис. 1.1,б).

Течение через границу раздела, показанную на рис. 1.1,в (частично откры-
тая граница), можно описать граничным условием:

p
(1)
0 − p

(2)
0 = kẇn , (1.65)

где k – коэффициент сопротивления; ẇn – нормальная компонента относи-
тельной скорости (1.63), которую принимают положительной при переходе от
области 1 к области 2 (рис. 1.1,а). Для случая открытой границы (рис. 1.1,б)
очевидно, что k = 0.

Соотношения параметров для границы контакта сред, содержащих жидко-
сти с разной вязкостью рассмотрены в работе [329, (6.9)].

На рис. 1.1,в рассмотрен случай, когда перетоки жидкости на границе раз-
дела отсутствуют и нет связи между пустотами в двух средах (закрытая грани-
ца). Это возможно при наличии на границе раздела непроницаемой мембраны,
тогда k =∞, ẇn = 0 в (1.65). Значит, корректные граничные условия при кон-
такте двух пористых сред – непрерывность величин σsnn + σf , u̇n, σsnα, u̇α, p 0,
ẇn с учетом (1.65) для давления в порах, причем коэффициент k должен быть
точно определен. Для k = 0 непосредственно используем непрерывность ука-
занных величин, а для k =∞ требуем ẇn = 0 без определения давления p 0.
Следовательно, в общем случае давление жидкости не является непрерывной
величиной на границе раздела.

3. В каждой точке на поверхности раздела пористой среды и упругой непро-
ницаемой среды условия непрерывности напряжений и скоростей имеют вид

σsnn + σf = σefnn , σ
ef
nα = σ , u̇n = u̇′n ,

u̇α = u̇ ′α , U̇n − u̇n = 0 .

(1.66)
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4. В каждой точке на поверхности раздела двухфазной среды и жидкости
при свободном течении жидкости по поверхности (k = 0)

σsnn + σf = p
′
0 , p 0 = p

′
0 ,

σsnα = 0 , (1− ϑ) u̇n + ϑ U̇n = U̇ ′n .

(1.67)

В выражениях (1.66) и (1.67) штрихом обозначены соответственно непро-
ницаемая упругая среда и жидкость.

Первые три условия в (1.67) означают, что скелет грунта и жидкость в
порах находятся под одинаковым внешним давлением p

′
0 и касательные напря-

жения на границе отсутствуют, т. е. их можно записать в виде [142]

σsnn = −(1− ϑ) p
′
0 , σ

f = −ϑp
′
0 , σ

s
nα = 0 . (1.68)

Четвертое условие выражает непрерывность потока жидкости через границу.
Случай k 6= 0 подробно описан в работах [168,406].

5. Если на части границы двухфазной среды действует какая-либо нагруз-
ка, то возможны следующие типы граничных условий [172]: задано давление
в жидкости на границе пористой среды (жидкий поршень)

p 0 = p
′
0 , σ

s
nn = −(1− ϑ) p

′
0 ;

задано общее напряжение и равенство перемещений твердого скелета и жид-
кости (непроницаемый поршень)

un = Un, σf + σsnn = −p
′
;

задана нормальная нагрузка p
′
0, при которой скелет грунта и жидкость находят-

ся под одинаковым давлением (первые два условия в (1.68)), а для касательной
нагрузки p

′
α имеем

σsnn = σf = 0 , σsnα = −p
′
α. (1.69)

6. Рассмотрим контакт двухфазной среды и абсолютно жесткого тела
(штампа). В случае непроницаемого штампа выполняются условия

σsnn + σf = −p
′
или σsnα = −p

′
α , (1.70)

а также условия равенства перемещений твердой и жидкой фаз грунта пере-
мещениям штампа

un = Un = u
′
0 или uα = Uα = u

′
0 . (1.71)
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В случае проницаемого, пропускающего влагу штампа выполняются условия
[167,368]: для вертикального движения

σsnn = −p ′ , σsnα = 0 , σf = 0 , un = u
′
0 ; (1.72)

для горизонтального движения

σsnn = 0 , σsnα = −p ′α , σf = 0 , uα = u ′0 . (1.73)

Здесь напряжения на границе изменяются только в твердой фазе и перемеще-
ния скелета равны на границе перемещениям штампа.

1.4 Методы суперпозиции и собственных функций

Прикладные аспекты граничных задач математической физики стимулиро-
вали создание многих аналитических и численных методов их решения. При
этом прогресс обеспечивался параллельным развитием аналитических и чис-
ленных подходов.

Среди большого числа различных методов решения граничных задач ма-
тематической физики, пожалуй, лишь метод конечных разностей можно трак-
товать как чисто численный метод. Здесь дифференциальная формулировка
проблемы используется лишь на этапе записи основных уравнений. В дальней-
шем частные производные заменяются конечными разностями, а исходный
континуум – системой с конечным числом степеней свободы. Другие мето-
ды в той или иной форме используют определенные аналитические решения
для построения общей процедуры метода. При этом общая идея является до-
вольно простой – использование некоторых аналитических решений позволяет
получить формулировку проблемы в виде соотношений, имеющих меньшую по
сравнению с исходной размерность. В большинстве случаев исходная гранич-
ная задача приводится к некоторой системе соотношений, формулируемых на
границе области. Типичным примером является метод граничных интеграль-
ных уравнений в различных его формах. Как аналитическое решение при по-
строении соотношений метода используется представление для функции Грина
в бесконечном пространстве.

Интересная идея положена в основу метода T -матриц. Здесь в качестве
аналитической базы для построения решений граничных задач рассеяния на
конечных телах различной формы используется бесконечный набор частных
решений волнового уравнения в виде сферических гармоник [440]. Хотя ис-
пользование метода расширяет круг задач, имеющих аналитическое решение,
практическое его применение довольно ограничено.

Идейные основы для метода суперпозиции формировались в математиче-
ской физике довольно давно. Целесообразно указать на его тесную связь с
методами сочленений [174], с методом задачи Римана–Гильберта [292], с ме-
тодом Неймана–Шварца [126]. Использование наборов частных решений вол-
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новых и других типов уравнений в неканонических областях наиболее после-
довательно проводится в рамках метода частичных областей [88].

Использование частных решений основных уравнений в разделяющихся си-
стемах координат позволяет построить эффективным образом общие решения
многих граничных задач для областей с неканонической границей. При этом
круг задач, допускающих построение аналитических решений задач матема-
тической физики, может быть существенно расширен за счет использования
частных решений в разных системах координат.

Отметим существующую возможность использования различных способов
продолжения граничных условий с целью упрощения основных функциональ-
ных уравнений, вытекающих из первоначальных граничных условий.

Одно из важнейших для метода суперпозиции понятий – это понятие обще-
го решения граничной задачи. Данная совокупность частных решений системы
дифференциальных уравнений в частных производных называется общим ре-
шением граничной задачи для рассматриваемой области, если представление
решения позволяет удовлетворить произвольным граничным условиям на гра-
нице области.

В рамках такого подхода нетрудно построить общие решения, например
для областей, ограниченных отрезками прямых (части координатных поверх-
ностей декартовых систем координат).

Для характеризации метода важно также отметить некоторые его вычис-
лительные аспекты. Прежде всего ясно, что в рассматриваемом и других по-
добных случаях коэффициенты бесконечных систем не могут быть вычислены
явно и требуется численное нахождение интегралов.

В ряде случаев при использовании даже заведомо полных систем решений
граничной задачи могут возникать некоторые трудности при преобразовании
функциональных уравнений, вытекающих из граничных условий или условий
сопряжения, в алгебраические уравнения, или в более общие интегроалгебра-
ические, уравнения. При этом возникает специфическая задача продолжения
граничных условий с физически заданной границы на некоторый несуществу-
ющий участок.

Классический метод собственных функций, опирающийся в своих
построениях на спектральную теорию дифференциальных операторов
Штурма–Лиувилля, занимает одно из важных мест в различных разделах
граничных задач математической физики. На основе этого метода получены
законченные решения широких классов скалярных граничных задач теории
потенциала, акустики, электродинамики и механики.

Значительно расширено исследования метода собственных функций в мо-
нографиях [272,273], где построены векторные гармоники для областей, огра-
ниченных различными координатными поверхностями второго порядка, дока-
зана ортогональность и полнота найденных собственных вектор-функций. Как
следствие установлены формулы векторных преобразований Фурье–Ханкеля,
Мелера–Фока, Вебера и др.
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Применительно к задачам теории упругости подход, обобщающий идею
построения собственных функций в теории потенциала, известен как метод
однородных решений [40, 41, 160, 206]. Основными вопросами, возникающими
при использовании метода собственных функций в задачах теории упругости,
являются вопросы полноты или базисности системы собственных функций
соответствующих несамосопряженных краевых задач и характер сходимости
разложений по ним в зависимости от свойств разлагаемых функций.

Проиллюстрируем основные идеи методов суперпозиции и собственных
функций на задаче Дирихле для бигармонического уравнения в полуполосе

S := {(x, y) : x > 0, |y| < 1}.

Рассматривается бигармоническое уравнение

∆2 u(x, y) = 0, x > 0, |y| < 1 (1.74)

с нулевыми (однородными) граничными данными Дирихле на боковых сторо-
нах полуполосы

u(x,±1) = 0,
∂u(x,±1)

∂y
= 0, x > 0 (1.75)

и условиями на торце

u(0, y) = f(y),
∂u(0, y)

∂x
= g(y), |y| < 1, (1.76)

где f, g – заданные, достаточно гладкие функции. Для простоты выкладок
далее полагаем, что они являются четными функциям, причем∫ 1

−1

g(y) dy = 0.

Представляя геометрически полуполосу S как пересечение полосы |y| < 1 и
полуплоскости x > 0 запишем искомое решение u как сумму двух слагаемых

u = u1 + u2, (1.77)

где u1 представляет собой решение бигармонического уравнения в полосе
|y| < 1, а u2 – решение этого уравнения в полуплоскости x > 0. Одним из
возможных вариантов выражения для функции u1 является представление в
виде интеграла Фурье по переменной x:

u1(x, y) =
1

2π

∫ ∞
0

[A(s) cosh sy +B(s) y sinh sy] cos(xs) ds. (1.78)
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Решение u2 представляем в виде ряда Фурье по переменной y:

u2(x, y) =

∞∑
n=1

(An +Bn x) exp (−αnx) cos(αny), (1.79)

где последовательность αn = πn, n ≥ 1. При этом для удовлетворения четы-
рем (с учетом симметричности задачи) граничным условиям из (1.75), (1.76),
имеем две неизвестные функции A(s), B(s), n ≥ 1 и две неизвестные после-
довательности {An}n≥1, {Bn}n≥1.

Простые вычисления, на данном этапе формальные, показывают, что вы-
полнение граничных условий для нормальной производной решения u, задан-
ного выражениями (1.77) и (1.78), (1.79), приводит к уравнениям

∂u(x,±1)

∂y
≡

≡ ± 1

2π

∫ ∞
0

[A(s) s sinh s+B(s) (sinh s+ s cosh s)] cos(xs) ds = 0, x > 0,

∂u(0, y)

∂x
≡
∞∑
n=1

(−αnAn +Bn) cos(αny) = g(y), |y| < 1.

При этом первое из этих уравнений дает связь между неизвестными функци-
ями

A(s)s sinh s+B(s) (sinh s+ s cosh s) = 0, s > 0,

а второе уравнение на основании ортогональности системы {cosαny}n≥1 на
отрезке [−1, 1] приводит к соотношениям

−αnAn +Bn = gn, gn =

∫ 1

0

g(y) cos(αny) dy, n ≥ 1.

Используя подстановки

A(s) = − (sinh s+ s cosh s)

s sinh s
B(s), Bn = αnAn + gn,

получаем

u(x, y) = − 1

2π

∫ ∞
0

B(s)
U(s, y)

s sinh s
cos(sx) ds+

+

∞∑
n=1

[ (1 + αnx)An + gnx] exp (−αnx) cos(αny), (1.80)

где функция

U(s, y) = (s cosh s+ sinh s) cosh sy − sy sinh s sinh sy.
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Тогда выполнение граничных условий для u на границах полуполосы приводит
к соотношениям

u(0, y) ≡ − 1

2π

∫ ∞
0

B(s)
U(s, y)

s sinh s
ds+

+

∞∑
n=1

An cos(αny) = f(y), |y| < 1, (1.81)

u(x,±1) ≡ − 1

2π

∫ ∞
0

B(s)
sinh s cosh s+ s

s sinh s
cos(sx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n[(1 + αnx)An + gnx]e−αnx = 0, x > 0, (1.82)

где использовано равенство U(s, 1) = sinh s cosh s + s. Приравнивая коэффи-
циенты Фурье при cos(αny) в уравнении (1.81), получаем

− 1

π

∫ ∞
0

B(s)
sinh s

s2
ds = f0, f0 =

∫ 1

0

f(y) dy, (1.83)

− 2(−1)n

π

∫ ∞
0

B(s)
s2 sinh s

(s2 + α2
n)2

ds+An = fn, (1.84)

fn = 2

∫ 1

0

f(y) cos(αny) dy, n ≥ 1.

Применяя при этом к (1.82) косинус преобразование Фурье и используя соот-
ношения

2α

π

∫ ∞
0

cos(sx) ds

s2 + α2
= e−αx,

2

π

∫ ∞
0

(α2 − s2) cos(sx) ds

(s2 + α2)2
= xe−αx,

справедливые для α > 0, x > 0, при s > 0 получаем уравнение

B(s)
sinh s cosh s+ s

s sinh s
= 4

∞∑
n=1

(−1)n
[

2α3
n

(s2 + α2
n)2

An +
α2
n − s2

(s2 + α2
n)2

gn

]
. (1.85)

Замена

B(s) = − X(s)

s2 sinh s
, s > 0, An = (−1)n+1 Xn

2α3
n

+ fn, n ≥ 1,

приводит уравнения (1.83), (1.84), (1.85) к виду

1

π

∫ ∞
0

s−4X(s) ds = f0, Xn =
4α3

n

π

∫ ∞
0

X(s) ds

(s2 + α2
n)2

, n ≥ 1,
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32 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

X(s)
sinh s cosh s+ s

s3 sinh2 s
= 4

∞∑
n=1

Xn
(s2 + α2

n)2
+ (1.86)

+4

∞∑
n=1

(−1)n+1

[
2α3

n

(s2 + α2
n)2

fn +
α2
n − s2

(s2 + α2
n)2

gn

]
, s > 0.

Таким образом, вопрос о построении решения граничной зада-
чи (1.74)–(1.76) по методу суперпозиции, т. е. в виде (1.77)–(1.79), сводится к
исследованию свойств разрешимости интегроалгебраической системы уравне-
ний (1.86). Такое исследование и соответствующее обоснование представимо-
сти решения рассматриваемой граничной задачи для бигармонического урав-
нения в виде (1.77)–(1.79), при определенных условиях гладкости на заданные
граничные функции f , g проведено в § 3.1.

Рассмотрим теперь метод собственных функций применительно к краевой
задаче (1.74)–(1.76). Будем искать частные решения U(x, y) бигармонического
уравнения, удовлетворяющие однородным условиям (1.75) на боковых сторо-
нах полуполосы. Разыскивая такие решения в виде

U(x, y) = z(y) eiλx, z(±1) = V
′
(±1) = 0. (1.87)

где λ – некоторая постоянная, приходим, исходя из (1.74), (1.87), к следующей
краевой задаче для нахождения функции z(y) = z(y;λ):

z(4)(y)− 2λ2z(2)(y) + λ4z(y) = 0, |y| ≤ 1,

z(±1) = 0, z
′
(±1) = 0. (1.88)

Спектральная краевая задача (1.4) имеет бесконечное множество собственных
значений λk, являющихся корнями аналитической функции ∆0(λ) = sinh2 λ−
− λ2, за исключением корня λ = 0. Таким образом, убывающее при x → ∞
решение бигармонического уравнения в полуполосе, удовлетворяющее одно-
родным условиям Дирихле на боковых сторонах полуполосы, можно искать в
виде

u(x, y) =

∞∑
k=1

ak zk(y) e iλkx, Imλk > 0, (1.89)

где zk(y) = z(y, λk) – решение краевой задачи (1.4), отвечающее собственному
значению λ = λk.

Формально функция u(x, y) из выражения (1.89) является бесконечно диф-
ференцируемой при x > 0, |y| ≤ 1, экспоненциальным образом убывает при
x → ∞ и удовлетворяет, на основании (3.113), бигармоническому уравнению
в полуполосе S и однородным условиям Дирихле на боковых сторонах x > 0,
y = ±1. При этом удовлетворение граничным условиям (3.1) на торце полупо-
лосы x = 0, в частности, вопрос об определении коэффициентов ak, приводит
к необходимости исследования вопроса о справедливости двукратного разло-
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жения (
f(y)

g(y)

)
=

∞∑
k=1

ak

(
zk(y)

i λk zk(y)

)
, |y| < 1, Imλk > 0. (1.90)

Отметим, что вопрос о возможности и характере сходимости разложения
(3.114) по части собственных функций пучка дифференциальных операторов
L(λ), определяемого спектральной задачей (1.4), не является тривиальным и
представляет самостоятельный интерес в рамках спектральной теории несамо-
сопряженных операторов.

1.5 Метод ортогональных многочленов

Обзоры методов исследования контактных задач представлены, например,
в работах [180, 211, 212, 230, 238, 390]. В общем виде такие задачи сводятся к
определению напряжений по заданным перемещениям или нагрузкам в обла-
сти контакта решением соответствующих интегральных уравнений.

В настоящей работе исследование контактных задач для штампов на упру-
гом основании проводится с использованием соответствующих интегральных
преобразований (Лапласа, Фурье, Ханкеля и др.) с последующим использо-
ванием метода ортогональных многочленов (полиномов), достаточно широко
применяемого для построения и исследования решений интегральных уравне-
ний [3, 4, 42, 115, 130, 131, 171, 199–202, 230, 399, 412]. Этот метод основан на
общих идеях метода Бубнова–Галеркина, когда искомые решения, определяе-
мые из системы интегральных уравнений, аппроксимируются наборами функ-
ций определенного вида [270].

В развитие общей схемы использование метода ортогональных многочле-
нов базируется на трех взаимосвязанных положениях:

1) необходимо определить структуру поведения решения интегрального
уравнения в окрестности границы области контакта;

2) выделить главную часть ядра интегрального уравнения, содержащую
особенности исходного ядра;

3) определить систему ортогональных многочленов, элементы которой ли-
бо являются собственными функциями интегрального оператора, отвечающе-
го выделенной главной части ядра, либо переводятся выделенным интеграль-
ным оператором в другую систему ортогональных многочленов (построение
спектральных соотношений).

Эти положения позволяют при численном анализе использовать ортого-
нальные многочлены более эффективно, чем другие методы (коллокаций, наи-
меньших квадратов и др.).

Свойство классических ортогональных многочленов (Чебышева, Лежанд-
ра, Эрмита, Якоби) быть собственными функциями различных интеграль-
ных операторов достаточно подробно обсуждалось в научной литературе
[42,130,201]. Так, для полиномов Чебышева первого рода Tk(x), |x| ≤ 1, имеют
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место спектральные соотношения

1

π

1∫
−1

ln
1

|x− ξ|
Tk(ξ)√
1− ξ2

dξ = µk Tk(x), |x| ≤ 1,

µ0 = ln 2, µk =
1

k
, k ≥ 1.

(1.91)

Таким образом, многочлены Tk(x) представляют собой собственные функции
(с собственными значениями µk) интегрального оператора с логарифмическим
ядром. Этот факт вместе со свойствами полноты и ортогональности многочле-
нов Чебышева дает возможность построить в явном виде решение интеграль-
ного уравнения с логарифмическим ядром [201]. Действительно, рассмотрим
уравнение

1

π

1∫
−1

ln(s|x− ξ|)ϕ(ξ) dξ = f(x), |x| ≤ 1, (1.92)

где s 6= 2 – некоторое положительное число, и представим искомую функцию
в виде ряда

ϕ(x) =

∞∑
k=0

ϕk
Tk(x)√
1− x2

. (1.93)

Подставим разложение (1.93) в интегральное уравнение (1.92). Тогда, исполь-
зуя значение интеграла

1∫
−1

Tn(x)√
1− x2

dx = δ0n π

(этот интеграл является следствием соотношений ортогональности для много-
членов Tn(x)) и спектральные соотношения (1.91), получаем функциональное
равенство

ln(s/2)ϕ0 −
∞∑
k=1

µk ϕk Tk(x) = f(x), |x| ≤ 1. (1.94)

Далее, умножая левую и правую части равенства (1.94) последовательно на
Tn(x)/

√
1− x2, n = 0, 1, . . ., и интегрируя по x ∈ [−1, 1], на основании свойств

ортогональности многочленов Tn(x) получаем следующие выражения для ко-
эффициентов ряда (1.93):

ϕ0 = f0/[π ln(s/2)], ϕk = −2k fk/π (k 6= 0),

fk =

1∫
−1

f(x)
Tk(x)√
1− x2

dx, k = 0, 1, 2, . . . (1.95)
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Искомое решение интегрального уравнения первого рода (1.92) определяется
формулой

ϕ(x) =
1

π
√

1− x2

 1

ln(s/2)

1∫
−1

f(ξ)√
1− ξ2

dξ−

−2

∞∑
k=1

k Tk(x)

1∫
−1

f(ξ)Tk(ξ)√
1− ξ2

dξ

 , |x| < 1. (1.96)

Полученное выражение явным образом отражает характер поведения решения
интегрального уравнения с логарифмическим ядром вблизи граничных точек,
заключающийся согласно [201] в наличии корневой особенности при x→ ±1.
Для обоснования формулы (1.96) достаточно потребовать непрерывной диф-
ференцируемости правой части уравнения (1.92).

В случае непрерывной дифференцируемости функции f(x) формула (1.96)
может быть преобразована к интегральному виду. Чтобы это показать, восполь-
зуемся приемом из работы [103, § 2.4]. Положим

Z(x) =
2

π

∞∑
k=1

k

1∫
−1

f(ξ)Tk(ξ)√
1− ξ2

dξ Tk(x).

Интегрируя по частям, находим

1∫
−1

f(ξ)Tk(ξ)√
1− ξ2

dξ =
1

k

1∫
−1

f ′(ξ) sin(k arccos ξ) dξ,

и тогда

x∫
−1

Z(ξ) dξ =
2

π

∞∑
k=1

sin(k arccosx)

k

1∫
−1

f ′(ξ) sin(k arccos ξ) dξ =

=
1

2π

1∫
−1

f ′(ξ) ln
1− xξ +

√
1− x2

√
1− ξ2

1− xξ −
√

1− x2
√

1− ξ2
dξ. (1.97)

Из (1.97) дифференцированием получаем для Z(x) выражение в форме инте-
грала Коши

Z(x) =
1

π

1∫
−1

f ′(ξ)

√
1− ξ2

ξ − x dξ,
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что позволяет записать решение (1.96) в интегральном виде

ϕ(x) =
1

π
√

1− x2

 1

ln(s/2)

1∫
−1

f(ξ)√
1− ξ2

dξ+

+

1∫
−1

f ′(ξ)

√
1− ξ2

ξ − x dξ

 . (1.98)

Аналогичным образом можно использовать соотношения (1.91) и при построе-
нии решений интегральных уравнений второго рода с логарифмическим ядром
(см. [201]).

Рассмотрим более общее интегральное уравнение

1

π

1∫
−1

K(x, ξ)ϕ(ξ) dξ = f(x), |x| ≤ 1, (1.99)

об ядре которого известно, что оно имеет логарифмическую особенность:

K(x, ξ) ≈ c ln |x− ξ|, при |x− ξ| → 0, (1.100)

где c – некоторая постоянная. Перепишем уравнение (1.99) в виде

c

π

1∫
−1

ln |x− ξ|ϕ (ξ) dξ+

+
1

π

1∫
−1

K̂(x, ξ)ϕ (ξ) dξ = f(x), |x| ≤ 1, (1.101)

где K̂(x, ξ) = K(x, ξ) − c ln |x − ξ| – регулярное ядро. Тогда, разыскивая ре-
шение уравнения (1.101) в форме разложения (1.93) и действуя, как и при
определении решения уравнения (1.92), получим для нахождения коэффици-
ентов ϕk бесконечную систему линейных алгебраических уравнений

π c ln 2ϕ0 −
∞∑
k=0

Ĉk,0 ϕk = f0,

π c

2n
ϕn −

∞∑
k=0

Ĉk,n ϕk = fn, n = 1, 2, . . . ,

(1.102)
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с правыми частями fn, вычисляемыми по заданной функции f(x) формулами
(1.95), и коэффициентами

Ĉk,n =
1

π

1∫
−1

1∫
−1

K̂(x, ξ)
Tk(x)Tn(ξ)√

1− x2
√

1− ξ2
dξ dx, k, n = 0, 1, . . . .

Таким образом, при решении уравнения (1.99) с ядром, имеющим логариф-
мическую особенность (1.100) на диагонали x = ξ, использование многочленов
Чебышева первого рода позволяет свести интегральное уравнение первого ро-
да к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений второго рода
(1.102). Явное решение бесконечных систем (1.102) удается получить лишь
в исключительных случаях, поэтому их решают приближенно, используя ме-
тод редукции. Обоснование применимости метода редукции к основным бес-
конечным системам, полученным при использовании метода ортогональных
многочленов, приведено в работе [201].

Следует отметить, что при сведении уравнения (1.99) к системе (1.102)
существенным образом использовалось выделение из ядра его сингулярной
части. При этом такое выделение главной части ядра является необходимым
моментом для анализа характера искомого решения. Кроме того, использо-
вание ортогональных полиномов при алгебраизации уравнения (1.101) иногда
может привести к усложнению вычислительного процесса, т. e. вычисление
коэффициентов Ĉk,n может оказаться сложнее, чем нахождение аналогичных
интегралов от первоначального ядраK(x, ξ). В этом случае более целесообраз-
но применять изложенную схему использования ортогональных многочленов
непосредственно к исходному интегральному уравнению (1.99), что приводит
к бесконечной системе первого рода

∞∑
k=1

Ck,n ϕk = fn, n = 0, 1, . . . ,

с коэффициентами

Ck,n =
1

π

1∫
−1

1∫
−1

K(x, ξ)
Tk(x)Tn(ξ)√

1− x2
√

1− ξ2
dξ dx, k, n = 0, 1, . . .

После определения характера поведения искомого решения интегрального
уравнения и выбора соответствующей системы ортогональных многочленов
для его решения выбор схемы вычислительного алгоритма (прямое интегри-
рование по ортогональным многочленам или с учетом выделения главной ча-
сти ядра) определяется конкретным видом коэффициентов рассматриваемого
интегрального уравнения. Это замечание относится и к другим, отличным от
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(1.99), интегральным уравнениям, а соответствующие примеры можно найти
в монографии [201, гл. 6].

Приведем пример использования многочленов Чебышева второго рода
[103]. Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение с ядром Коши

1

π

1∫
−1

ϕ(ξ)

ξ − x dξ = f(x), |x| < 1. (1.103)

В соответствии с общей теорией сингулярных интегральных уравнений [181]
уравнение (1.103) имеет несколько решений, отличающихся друг от друга по-
ведением в окрестности точек x = ±1. Выбор требуемого класса решений, а
значит, и соответствующих ортогональных многочленов для построения реше-
ний зависит от физической постановки задачи. Пусть требуется найти реше-
ние уравнения (1.103), не имеющее особенностей при x = ±1. Это требование
приводит к необходимости выполнения дополнительного условия на правую
часть f(x), называемого условием ортогональности. Тогда искомое решение
ϕ(x) должно обращаться в нуль в концевых точках и его можно разыскивать
в виде разложения

ϕ(x) =
√

1− x2

∞∑
k=0

ϕkUk(x), (1.104)

где Uk(x) – многочлены Чебышева второго рода. При этом для многочленов
Un(x) справедливы следующие обобщенные спектральные соотношения:

1∫
−1

√
1− ξ2

ξ − x Uk(ξ) dξ = −π Tk+1(x), k = 0, 1, 2, . . . , (1.105)

являющиеся аналогом (1.91) и показывающие, каким образом интегральный
оператор Коши переводит одну систему ортогональных многочленов в другую.
Подставляя (1.105) в уравнение (1.104), находим

−
∞∑
k=0

ϕk Tk+1(x) = f(x), |x| ≤ 1.

Используя здесь свойство ортогональности многочленов Чебышева Tn(x), по-
лучаем выражения для искомых коэффициентов

ϕk = −2fk+1/π, k = 0, 1, . . . ,

где fk даются выражениями (1.95) и требуется выполнение условия ортого-
нальности f0 = 0.

Таким образом, при определении решений сингулярного интегрального
уравнения (1.103) в классе функций, не имеющих особенностей при x→ ±1,
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существенную роль играют обобщенные спектральные соотношения (1.105). В
случае общего сингулярного интегрального уравнения

1

π

1∫
−1

ϕ(ξ)

ξ − x dξ +
1

π

1∫
−1

K̂(x, ξ)ϕ(ξ) dξ = f(x), |x| < 1,

для коэффициентов ϕk получаем бесконечную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений. При этом условия ортогональности для многочленов Un(x)

играют важную роль при вычислении различных физических характеристик
после определения решения уравнения в виде разложения (1.104).

На этой основе рассматриваются задачи о колебаниях штампов на упру-
гом основании в гл. 6 и 7. В главе 7 используется численно-аналитический
подход к системе интегральных уравнений, возникающей в задаче о колебани-
ях жесткого непроницаемого штампа на ПУНЖС [266]. При этом используется
метод ортогональных многочленов и обобщаются соответствующие рассмот-
рения из [103] (плоская задача о колебаниях штампа на упругом основании).

1.6 Интегральные преобразования

Аппарат интегральных преобразований является полезным при рассмот-
рении многих граничных задач для уравнений в частных производных. Ис-
пользование интегральных преобразований позволяет понизить размерность
рассматриваемых уравнений вплоть до их алгебраизации и нахождения точ-
ных решений. В основе всех применений интегральных преобразований лежат
формулы обращения и формулы коммутации, позволяющие переводить диф-
ференциальные выражения в алгебраические. В этом параграфе приведены
основные сведения об интегральных преобразованиях, которые систематиче-
ски используются в данной монографии (см. [276]).

1.6.1 Преобразование Фурье

При рассмотрении задач для дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами в декартовых координатах для устранения производных
по пространственным переменным, изменяющимся в бесконечных пределах,
используется преобразование Фурье.

Преобразованием Фурье измеримой по Лебегу функции f(x), −∞ < x <

∞, называется функция

(Ff)(ξ) =

∞∫
−∞

f(x) exp (iξx)dx, −∞ < ξ <∞. (1.106)
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При выполнении условия ∫ ∞
−∞
| f(x) | dx <∞

преобразование (Ff)(ξ) является непрерывной функцией, которая стремится
к нулю при ξ →∞. Формула обращения (при определенных условиях на функ-
цию f) для преобразования Фурье имеет вид

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

(Ff)(ξ) exp (−ixξ) dξ . (1.107)

Одно из важнейших свойств преобразования Фурье заключено в формуле ком-
мутации

(Ff ′)(ξ) = −iξ(Ff)(ξ). (1.108)

Формула (1.108) легко доказывается интегрированием по частям, если предпо-
ложить, что f является финитной непрерывно дифференцируемой функцией.

Приведем некоторые основные формулы, относящиеся к применению пре-
образования Фурье. Преобразование Фурье переводит свертку двух функций

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− y) g(y) dy

в произведение
(F (f ∗ g))(ξ) = (Ff)(ξ) · (Fg)(ξ). (1.109)

Для преобразования Фурье справедливо равенство Парсеваля∫ ∞
−∞

(Ff)(ξ) Ğ(Fg)(ξ) dξ = 2π

∫ ∞
−∞

f(x) Ęg(x) dx. (1.110)

Отметим еще формулы линейности и сдвига

(Ffa)(ξ) = exp (iaξ)(Ff)(ξ), fa(x) = f(x− a),

(F (af + b g))(ξ) = a(Ff)(ξ) + b (Fg)(ξ). (1.111)

Аналогично (1.106) определяется преобразование Фурье для функций от
многих переменных. В частности, преобразование Фурье для функций двух
переменных x1, x2, имеет вид

(Ff)(ξ1, ξ2) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x1, x2) exp [i(ξ1x1 + ξ2x2)]dx1dx2, (1.112)

где −∞ < ξ1, ξ2 <∞. Для такого преобразования справедливы приведенные
выше формулы с очевидными изменениями. В частности, формула обращения
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имеет вид

f(x1, x2) =
1

(2π)2

∞∫
−∞

(Ff)(ξ1, ξ2) exp [−i(x1ξ1 + x2ξ2)] dξ1 dξ2 . (1.113)

Следует отметить, что в научной литературе используются различные
(хотя по-сути эквивалентные) определения преобразования Фурье. Так, в
(1.106) вместо ядра преобразования exp (iξx) берется функция exp (−iξx),
либо exp (±iξx)/

√
2π.

1.6.2 Преобразование Лапласа

Преобразование Лапласа обычно применяется по переменной, имеющей
смысл времени для нестационарных задач и определенной на полубесконеч-
ном интервале t > 0 (одностороннее преобразование). Преобразованием Ла-
пласа функции f(t), t > 0 называется функция комплексного переменного
(параметра) s = ξ + iζ, которая определяется формулой

(Lf)(s) = sf(s) =

∞∫
0

exp (−st)f(t) dt. (1.114)

Значком : будем обозначать соответствие между функцией и ее преобра-
зованием Лапласа.

Формальное обращение преобразования Лапласа имеет вид

f(t) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

(Lf)(s) exp (st) ds =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

sf(s) exp (st) ds (1.115)

для некоторого действительного значения σ. При этом (Lf)(s) (или sf(s) ) –
функции, которые называются трансформантами преобразования Лапласа или
L -изображениями функции f .

В общем случае интегрирование в (1.115) проходит справа от особенностей
подынтегральной функции (Lf)(s) и понимается в смысле главного значения,
т. е. как предел интеграла по интервалу (σ − ib, σ + ib) при b→ +∞.

Кроме очевидного свойства линейности отметим следующие основные
свойства преобразования Лапласа.

1. Дифференцирование оригинала и изображения. Если функция f(t) r

раз непрерывно дифференцируема при t ≥ 0 то

f (r)(t) : sr sf(s)− s(r−1)f(0)− . . .− f (r−1)(0). (1.116)



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

42 ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И МЕТОДЫ

В частности, если f(0) = 0, то

f
′
(t) : s sf(s). (1.117)

2. Справедливо свойство запаздывания: для любого положительного τ при
условии, что f(t− τ) = 0 при t < τ , имеет место

H(t− τ) f(t− τ) : exp(−s τ) sf(s), (1.118)

где H(t) – функция Хевисайда. Аналогично для любого комплексного s0

exp(s0 t) f(t) : sf(s− s0). (1.119)

3. Предельные соотношения. Если существует преобразование Лапласа от
f
′
(t), то

lim
s→∞

s sf(s) = f(0). (1.120)

Если существует предел f(t) при t→∞, то

lim
s→0

s sf(s) = lim
t→∞

f(t). (1.121)

4. Справедливо следующее утверждение о свертке оригиналов. Если f(t)

и g(t) – оригиналы, а sf(s) и sg(s) – изображения, то произведение sf(s) sg(s)

также является изображением:

sf(s) sg(s) =

∫ t

0

f(τ) g(t− τ) dτ. (1.122)

Таким образом, умножение изображений равносильно свертыванию оригина-
лов.

Как следует из (1.114), задачу отыскания оригинала f(t) по изображению
sf(s) можно свести к решению интегрального уравнения первого рода. Отме-
тим, что обращение преобразования Лапласа относится к некорректным за-
дачам, т. е. к таким задачам, когда малому изменению параметра s может
соответствовать сколь угодно большое изменение решения f(t). Кроме того,
некорректные задачи разрешимы не при всех значениях числовых и функцио-
нальных параметров, определяющих решение. Поэтому к решению уравнения
(1.114) можно применить метод регуляризации Тихонова [258], позволяющий
получать приближенные значения оригинала, сопоставимые по точности с по-
грешностью определения изображения. Указанный метод использован в ра-
ботах [13, 209] для решения нестационарных контактных задач. Обращение
преобразования Лапласа методом регуляризации строится по значениям изоб-
ражения на вещественной оси (Im s = 0). Метод оказывается удобным для
решения интегральных уравнений нестационарных контактных задач, так как
можно применять известные методы решения статических задач вследствие
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того, что при s > 0 свойства ядер этих уравнений такие же, как и в статических
задачах.

Для построения обращения преобразования Лапласа можно использовать
метод сведения к интегралу Фурье [230, 422]. Это возможно, если отыскива-
ются решения таких физических задач, когда имеет место рассеяние энергии,
а возмущающие динамические воздействия ограничены на бесконечности и в
выражениях (1.115) нет слагаемых, растущих по экспоненциальному закону,
т. е. s = −ξ + iζ (ξ > 0). В случае отсутствия корней в правой полуплоскости
Re s > 0 интеграл по прямой, параллельной мнимой оси можно заменить ин-
тегралом по мнимой оси. Тогда обращение преобразования Лапласа сводится
к интегралу Фурье

f(t) = − 2

π

∫ ∞
0

Im sf(ζ) sin(tζ) dζ , (1.123)

который можно вычислить по методу Филона [146,147,241,245]:

f(t) ≈ 2

π
αRe f(ζ 0) + γ

N−1∑
n=0

Re f(ζ 2n+1) cos[(2n+ 1) θ]+

+2α

N∑
n=1

Re f(ζ 2n) cos(2nθ) ,

(1.124)

где ζn = nh ; θ = t h ; h – шаг интегрирования;

α

h
=

3

2

1

θ2
+

1

2

cos 2θ

θ 2
− sin 2θ

θ 3
(θ ≥ 0,1) ;

α

h
=

1

3
+
θ 2

15
(θ < 0,1) ;

γ

h
=

4

θ 3
(sin θ − θ cos θ) (θ ≥ 0,1) ;

γ

h
=

4

3
(1− θ 2

10
) (θ < 0,1) .

(1.125)

Если динамическое воздействие изменяется во времени как функция Хе-
висайда H(t), то для численного обращения используется интеграл Фурье в
виде выражения

f(t) =
2

π

∞∫
0

Re sf(ζ)
sin tζ

ζ
dξ, (1.126)

в котором уже учитывается преобразование Лапласа функции Хевисайда. Фор-
мула Филона в этом случае имеет вид

f(t)≈ 2

π

1

4
Re sf(0)[(2− β

′
− γ

′
)π + 2β

′
θ] + β

′
N∑
k=1

Re sf(i ζ2k)

2k
sin(2kθ)+

+ γ
′
N−1∑
k=0

Re sf(ζ2k+1)

2k + 1
sin[(2k + 1)θ]

, (1.127)
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где

β
′

= 2

(
1 + cos2 θ

θ2
− sin 2θ

θ3

)
; γ

′
= 4

(
sin θ

θ3
− cos θ

θ2

)
.

Преимущество метода, основанного на использовании формул (1.123) и
(1.127), перед другими способами численного обращения заключается в том,
что его точность обусловливается точностью вычисления интегралов от ос-
циллирующих функций. Малые погрешности определения функций sf(i ζ) при
дискретных значениях переменой в (1.123) не вызывают больших изменений
значений функции f(t). Использование приведенных формул приводит к удо-
влетворительным результатам даже в тех случаях, когда сама искомая функ-
ция f(t) осциллирующая.

1.6.3 Преобразование Меллина

Это интегральное преобразование задается выражением

M [f ](z) =

∫ ∞
0

f(x)xz−1 dx, (1.128)

а формула обращения имеет вид

f(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M [f ](z)x−z dz, x > 0. (1.129)

Одним из простейших достаточных условий справедливости формул (1.128),
(1.129) служит условие непрерывности функции f(x), x > 0 вместе с условием
сходимости интеграла ∫ ∞

0

|f(x)|xσ−1 dx <∞.

Формулы Меллина можно получить из формул Фурье. Действительно, если
положить переменные x = eξ, ξ ∈ (−∞,∞) и z = σ + it, то формула (1.128)
примет вид

M [f ](σ + it) =

∫ ∞
−∞

f(eξ) eξ(σ+it) dξ,

а формула обращения (1.129) приводится к выражению

f(eξ) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

M [f ](σ + it) e−ξ(σ+it) dt.

Таким образом, функция M [f ](σ+ it), t ∈ (−∞,∞), является преобразовани-
ем Фурье функции eσξ f(eξ).

Преобразование Меллина традиционно используется при работе с аналити-
ческими функциями, при этом широко используется возможность деформиро-
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вания контура интегрирования на основании теоремы Коши о независимости
интеграла от аналитической функции от пути интегрирования.

В рассмотрениях первого и второго параграфов второй главы системати-
чески используется следующее важное утверждение из теории преобразования
Меллина [257, § 1.29]

Теорема. Пусть f(z) – аналитическая в угле arg z ∈ (−α, β) функция,
где α ∈ (0, π], β ∈ (0, π], причем для некоторых a < b в любом угле
arg z ∈ (−α+ δ, β − δ) выполняются оценки

|f(z)| ≤ c

|z|a+ε
, |z| ≤ r, |f(z)| ≤ c

|z|b−ε , |z| ≥ r. (1.130)

Тогда преобразование Меллина M [f ](z) является аналитической функцией в
полосе Re z ∈ (a, b) и во всякой полосе, внутренней к Re z ∈ (a, b), для каждого
ε > 0 выполняются равномерные оценки

|M [f ](z)| ≤ c ε e−(β−ε)Im z, Im z ≥ 0,

|M [f ](z)| ≤ c ε e−(α−ε)|Im z|, Im z ≤ 0.

(1.131)

Обратно, если M(z) есть заданная аналитическая в полосе Re z ∈ (a, b) функ-
ция, удовлетворяющая условиям (1.131), то функция f , определенная форму-
лой (1.128), является аналитической в угле arg z ∈ (−α, β) и удовлетворяет
оценкам (1.130).

1.6.4 Преобразование Ханкеля

При записи уравнений в цилиндрической системе координат удобно приме-
нять преобразование Ханкеля по радиальной координате r и конечное преоб-
разование Фурье по угловой координате θ.

Преобразование Ханкеля по 0 ≤ r < ∞ с параметром ξ вводится по фор-
мулe

(Hnf)(ξ) =

∞∫
0

r f(r) Jn(rξ) dr , (1.132)

а формула обращения имеет вид

f(r) =

∞∫
0

ξ (Hnf)(ξ) Jn(rξ) dξ . (1.133)

Здесь Jn(·) – функция Бесселя порядка n, где вещественное число n > −1/2.
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Для применимости формулы обращения Ханкеля достаточно, чтобы функ-
ция f(r) была кусочно-непрерывной, изменялась ограниченно на всяком ко-

нечном отрезке полуоси r > 0 и интеграл
∫ ∞

0

f(r)
√
r dr абсолютно сходился.

Формула коммутации для преобразования Ханкеля имеет вид

(Hn(Lnf))(ξ) = −ξ2(Hnf)(ξ),

(Lnf)(r) = f ′′(r) +
1

r
f
′
(r)− n2

r2
f(r),

(1.134)

Формула (1.134) справедлива для функций f ∈ C2(0,∞), для которых∫∞
0
|(Lnf)(r)|

√
r dr <∞,

limr→0 r
nf(r) = limr→0 r

n+1f ′(r) = 0,

limr→∞
√
rf(r) = limr→∞

√
rf ′(r) = 0.

(1.135)

В частном случае для n = 0

(H0(f
′′

(r) + r−1f(r)))(ξ) = −ξ2(H0f)(ξ). (1.136)

Отметим, что формула Парсеваля для изображений Ханкеля имеет вид∫ ∞
0

ξ sf(ξ) sg(ξ) dξ =

∫ ∞
0

r f(r) g(r) dr . (1.137)

Для определения волновых полей на полубесконечном интервале
(r0≤r<∞) (см. § 6.2) используется преобразование Ханкеля по r из моно-
графии В. В. Дыхты [108]. Параметр преобразования ξ, трансформанта здесь
обозначается символом ∼ .

Формула преобразования имеет вид

∼
Φ(ξ) =

∞∫
r0

φ(r)Cυ(r, ξ) r dr, (1.138)

а формула обратного преобразования

φ (r) =

∞∫
0

∼
Φ(ξ)Cυ(r, ξ) ξdξ, (1.139)
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где ядро [108, (5.77)]

Cυ(r, ξ) =
Jυ(ξr)N

′
υ (ξr0)−Nυ(ξr) J

′
υ (ξr0)√

[J ′υ (ξr0)]2 + [N ′υ (ξr0)]2
(1.140)

содержит Jυ(ξr) и Nυ(ξr0) – цилиндрические функции Бесселя и Неймана
порядка υ и их производные по радиусу. Это ядро обладает свойствами

d 2Cυ
d r2

+
1

r

dCυ
d r

+

(
ξ2 − υ2

r2

)
Cυ = 0, (1.141)

lim
r→∞

[
r

(
Cυ

dsΦ ∗

dr
− sΦ ∗

dCυ
dr

)]
= 0. (1.142)
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ГЛАВА 2

ИНТЕГРОАЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ
МЕТОДА СУПЕРПОЗИЦИИ

В данной главе рассмотрены вопросы, связанные с исследованием некото-
рых классов линейных интегральных уравнений и бесконечных систем алгебра-
ических уравнений, имеющих непосредственное отношение к анализу примени-
мости метода суперпозиции при построении решений граничных задач теории
упругости и теории потенциала.

В § 2.1 и § 2.2 введены в рассмотрение и исследованы классы интегральных
уравнений на полуоси и бесконечных систем линейных алгебраических уравне-
ний, которые охватывают основные уравнения метода суперпозиции для ста-
тических граничных задач теории упругости в таких областях как полуполоса,
цилиндр, прямоугольник. Основная идея исследования этих уравнений состоит
в использовании преобразования Меллина и теории возмущений линейных опе-
раторов. Такой подход, по существу, был использован в работах [22,52,65,139]
при рассмотрении некоторых конкретных задач теории упругости на основании
метода суперпозиции.

В § 2.3 рассмотрен абстрактный вариант известного в теории линейных ал-
гебраических систем бесконечного порядка закон асимптотических выражений
Б. М. Кояловича [143]. Показано, что этот закон допускает абстрактную фор-
мулировку в рамках теории функциональных уравнений в полуупорядоченных
Kσ-пространствах.

В § 2.4 приведены результаты исследований бесконечной алгебраической
системы уравнений, возникающей при рассмотрении граничной задачи теории
потенциала во внешности двух сфер одинакового радиуса.

В § 2.5 рассмотрен вопрос о поведении при α→∞ функций, определяемых
рядами с общими членами ak = k−ν(k+α)−1 и ak = k−ν(k−α)−1, k = 1, 2, . . .,
где параметр α 6= k и число ν > 0. Найдены асимптотические разложения та-
ких функций в ряды по степеням α−1 при α → ∞ (в случае целого значения
ν присутствует также логарифмический множитель в одном из слагаемых).
Показано, что коэффициенты полученных асимптотических разложений опре-
деляются значениями дзета-функции Римана ζ(z) в последовательности точек
ν−m, где m = 0, 1, . . . и m 6= ν. При получении асимптотических разложений
используется техника интегрального преобразования Меллина, теорема Коши
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§ 2.1 Интегральные уравнения метода суперпозиции 49

о вычетах и рекуррентные формулы, связывающие рассматриваемые ряды при
значениях параметра ν и ν + 1.

Основные результаты §§ 2.2–2.5 данной главы опубликованы в работах [53,
56–58,68,69,357,361].

2.1 Интегральные уравнения метода суперпозиции

2.1.1 Использование метода суперпозиции в граничных задачах стати-
ческой теории упругости в полуполосе [92, гл. 8], приводит к рассмотрению
интегроалгебраической системы уравнений, которая обычно сводится к неко-
торому интегральному уравнению на полуоси. Анализ широкого класса этих
уравнений показывает, что они могут быть записаны в виде

X(s)−
∫ ∞

0

Q(s, t)X(t) dt = F (s), s > 0, (2.1)

где вещественное ядро представимо выражением Q = Q0 +Q1, причем “глав-
ная” часть Q0 ядра имеет форму

Q0(s, t) = t−1
∞∑
n=1

t−1
n φ 1(t−1

n s)φ 2(tn t
−1), s, t > 0, (2.2)

с последовательностью

tn = t1 + n− 1, n = 1, 2, . . . , для некоторого t1 ∈ (0, 1],

a Q1 – непрерывная функция переменных s ≥ 0, t ≥ 0. При этом вещественные
функции φj(s), s > 0, допускают аналитическое продолжение в некоторый
сектор комплексной плоскости

S := {λ ∈ C : |Imλ| < 2dReλ}, d > 0,

и выполняются оценки

|φj(λ)| ≤ c|λ|ν1(|λ|+ 1)−(ν1+ν2), λ ∈ S, j = 1, 2, (2.3)

|Q1(s, t)| ≤ csν0(s+ 1)−(ν0+ν3)(t+ 1)−(1+ν4), s, t ≥ 0, (2.4)

где считается, что постоянные νj > 0, j = 1, 2, 3, 4 и ν0 ≥ 0.
Следуя [126, c. 37], назовем уравнение (2.1) регулярным, если выполняется

условие

1−
∫ ∞

0

|Q(s, t)| dt = q(s) > 0, s > 0. (2.5)

Пусть B = L∞(R+) – банахово пространство комплекснозначных измеримых и
существенно ограниченных относительно меры Лебега на полуоси R+ = (0,+
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+∞) функций (см. [119, гл. 1, § 3, § 9 ]). При выполнении условия регулярности
(2.5) для любой функции F ∈ B, допускающей для почти всех s > 0 оценку

|F (s)| ≤ c q(s), (2.6)

существует решение X ∈ B интегрального уравнения (2.1). Это утверждение
вытекает из общих результатов Л. В. Канторовича о разрешимости функци-
ональных уравнений в K-пространствах (см. [47, гл. 12]). При этом решение
X(s) представимо в виде ряда Неймана

X(s) =

∞∑
n=1

∫ ∞
0

Qn(s, t)F (t)dt+ F (s), s ≥ 0, (2.7)

(Qn(s, t) – n-я итерация ядра Q(s, t)), сходящимся в пространстве L∞(0, d)

для любого конечного d > 0. Эти утверждения получают при использовании
метода последовательных приближений нахождения решения уравнения (2.1),
и для обоснования сходимости ряда (2.7) как раз и используют условия регу-
лярности (2.5) и оценку на правую часть (2.6).

Отметим, что в задачах статической теории упругости интегральное урав-
нение вида (2.1) оказывается вещественным, т. е. имеет вещественнозначные
ядро и правую часть. Тем не менее, для общности изложения далее считаем,
что ядро Q(s, t) и правая часть F (s) могут быть комплекснозначными.

При использовании метода суперпозиции для исследования граничных за-
дач статической теории упругости соответствующее интегральное уравнение
(2.1) обычно оказывается регулярным, однако выполнение условия разреши-
мости (2.6) часто приводит к неоправданно завышенным требованиям гладко-
сти для граничных данных исходной граничной задачи. Однако для полного
обоснования применимости метода суперпозиции для конкретной граничной
задачи требуется также знание асимптотики решения X(s) при s→∞. Обыч-
но, при исследовании этого вопроса используются результаты и метод лими-
тант Б. М. Кояловича (см. [143], [92, гл. 7, § 2]). Следует отметить, что теория
Б. М. Кояловича имеет ограниченную область применимости и не позволяет
дать оценку остатка в асимптотике решения X(s) при s→∞. Таким образом,
возникает необходимость исследования интегральных уравнений метода супер-
позиции с выходом из рамок теории регулярных уравнений, тем более, что
структура (2.2) “главной” части Q0 ядра Q указывает на возможность исполь-
зовании интегрального преобразования Меллина при исследовании уравнения
(2.1).

2.1.2 Введем в рассмотрение некоторые функциональные пространства,
которые будут использоваться в дальнейших рассуждениях. Пусть C∞0 (R+) –
линейное пространство бесконечно дифференцируемых функций с компактны-
ми в R+ = (0,∞) носителями. Через Bν,µ обозначим банахово пространство
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измеримых на R+ функций с нормой

‖X‖Bν,µ = vrai supt>0 (t−1 + 1)ν(t+ 1)µ |X(t)|,

так что, в частности, пространство B = B0,0.
ЧерезHσ для вещественного значения σ обозначаем гильбертово простран-

ство измеримых на R+ функций с нормой

‖X‖Hσ = ‖X(t)tσ−1/2‖L2(R+) ≡
{∫ ∞

0

|X(t)|2t2σ−1 dt

}1/2

.

Через Pσ, σ ∈ R обозначаем прямую Re γ = σ, параллельную мнимой оси
комплексной плоскости. Для −∞ < b1 < b2 ≤ ∞ введем в рассмотрение
пространство H2(b1, b2) [101, гл. 7, § 2] аналитических в полосе Re γ ∈ (b1, b2)

функций M(γ) с равномерной по σ ∈ (b1, b2) оценкой

‖M(γ)‖L2(Pσ) ≤ c <∞.

В соответствии со структурой ядра Q введем в рассмотрение линейные
интегральные операторы A, Aj , j = 0, 1:

A = A0 +A1, (AjX)(s) =

∫ ∞
0

Qj(s, t)X(t) dt.

В принятых обозначениях интегральное уравнение (2.1) записывается в виде

X −AX = F

с линейным оператором A, непрерывно действующим из пространства B в
подпространство C(sR+) ∩ B, что вытекает из оценок (2.3), (2.4). Наряду с
уравнением (2.1) будем рассматривать также “невозмущенное” (с ядром Q0)
уравнение

X −A0X = F0. (2.8)

Согласно [101, c. 52] интегральный оператор, определенный преобразова-
нием Меллина

M [X](γ) =

∫ ∞
0

X(t) tγ−1 dt, X ∈ C∞0 (R),

продолжается до изометрии (с точностью до нормировки) между функцио-
нальными пространствами Hσ и L2(Pσ), а его обращение имеет вид

X(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M [X](ξ)t−ξ dξ. (2.9)
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В частности, если ν+µ > 0 и функция X ∈ Bν,µ, то ее преобразование Мелли-
наM [X](γ) принадлежит пространству H2(−ν+δ, µ+δ) для любого значения
δ ∈ (0, (µ+ ν)/2).

Введем в рассмотрение функции

Φj(γ) = M [φj ](γ), j = 1, 2, Φ(γ) = Φ1(γ) · Φ2(γ), (2.10)

и пусть
D(γ) = 1− Φ(γ). (2.11)

Из (2.3) и [256, c. 64], вытекает, что функции Φj(γ), j = 1, 2 аналитичны в
полосе Re γ ∈ (−ν1, ν2) и для любого достаточно малого δ > 0 справедливы
оценки

|Φj (γ)| ≤ cδ exp (−d0|Im γ|), Re γ ∈ (−ν1 + δ, ν2 − δ) (2.12)

с постоянной d0 = arctg d.
Напомним [271, гл. 13], что обобщенная дзета-функция Римана ζ(z, a),

a ∈ (0, 1], определенная при Re z > 1 равенством

ζ(z, a) =

∞∑
n=0

1

(n+ a)z
, Re z > 1,

является мероморфной функцией переменного z ∈ C с единственным простым
полюсом в точке z = 1. При этом для любого δ > 0 выполняется оценка

|ζ(z, a)− (z − 1)−1| ≤ c (|Im z|+ 1)τ , |Im z| ≤ δ, (2.13)

с некоторыми постоянными c = c (δ) > 0, τ = τ(δ) > 0.

Теорема 1. Пусть σ ∈ (−ν1, ν2). Тогда линейный оператор A0 непрерывно
действует в пространстве Hσ, а в пространстве L2(Pσ) справедливо равенство

M [A0X](γ) =
1

2
Φ(γ)M [X](γ)+

+
Φ1(γ)

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

Φ2(ξ)ζ(ξ − γ + 1, t1)M [X](ξ)t−ξ dξ, ∀X ∈ Hσ, (2.14)

где интеграл понимается в смысле главного значения Коши.
Доказательство. В силу оценок (2.12), (2.13) и непрерывности отображения

M−1 : M [X] ∈ L2(Pσ) → X ∈ Hσ,
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§ 2.1 Интегральные уравнения метода суперпозиции 53

с учетом непрерывности в пространстве L2(Pσ) сингулярного оператора Коши
[256, § 5.3]

(KσM)(γ) =
1

πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

M(ξ) dξ

ξ − γ ,

заключаем, что при σ ∈ (−ν1, ν2) правая часть в (2.14) представляет собой
линейный оператор, непрерывно действующий из пространства Hσ в про-
странство L2(Pσ). Отсюда и из плотности вложения линейного многообразия
C∞0 (R+) в Hσ получаем, что утверждение теоремы будет доказано, если пока-
зать справедливость соотношения (2.14) для функций из C∞0 (R+).

Из равенства (2.2) получаем приX ∈ C∞0 (R+) и Re γ ∈ (−ν1, ν2) равенство

M [A0X](γ) = Φ1(γ)

∫ ∞
0

∞∑
n=1

[
φ 2(tn t

−1)t γ−1
n

]
t−1X(t) dt. (2.15)

Подставляя в (2.15) выражение для X(t) из формулы обращения (2.9) при
σ ∈ (Re γ, ν2) и изменяя порядки суммирования и интегрирования, получаем

M [A0X](γ) =
Φ1(γ)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φ2(ξ) ζ(ξ − γ + 1, t1)M [X](ξ) dξ, (2.16)

где −ν 1 < Re γ < σ < ν 2. Тогда, используя в равенстве (2.16) формулы
Сохоцкого [204, c. 120] (при обосновании используем оценки (2.12), (2.13) и
включения M [X](γ) ∈ H2(−ν 1, ν 2), X ∈ C∞0 (R+), получаем требуемое соот-
ношение (2.14).

Теорема доказана.
В пространстве L2(Pσ), σ ∈ (−ν 1, ν 2), введем в рассмотрение линейный

непрерывный оператор T :

(TM)(γ) = (1− Φ(γ)/2)M(γ)− 1

2
Φ(γ)(KσM)(γ)+

+
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
v(γ, ξ)M(ξ) dξ, (2.17)

где регулярное ядро

v(γ, ξ) = Φ1(γ)(Φ2(γ)(ξ − γ)−1 − Φ2(ξ) ζ(ξ − γ + 1, t1)),

так что справедливо включение (см. оценки (2.12), (2.13))

v(γ, ξ) ∈ L2(Pσ × Pσ). (2.18)

Пусть I – тождественное отображение, тогда из (2.14) и определения операто-
ра T получаем следующее утверждение.
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Следствие 1. Справедливо равенство

M [(I −A0)X](γ) = (TM [X])(γ), X ∈ Hσ, σ ∈ (−ν1, ν2),

т. е. операторы I−A0 и T унитарно эквивалентны как операторы, действующие
в пространствах Hσ и L2(Pσ), соответственно.

Напомним (см. [144, c. 44]), что линейный замкнутый оператор T , действу-
ющий из банахова пространства B1 в банахово пространство B2, называется
нетеровым, если образ оператора T замкнут в B2, а ядро kerT ⊂ B1 и кояд-
ро cokerT ⊂ B2 оператора T являются конечномерными подпространствами
пространств B1 и B2 соответственно. При этом число

κ (T ) = dim kerT − dim cokerT

называется индексом оператора T . Нетеров оператор называется фредгольмо-
вым, если его индекс равен нулю. При этом, если T – непрерывный и непре-
рывно обратимый оператор, а T1 – вполне непрерывный оператор, то оператор
T = T0 + T1, является фредгольмовым.

Лемма 1. Пусть для некоторого значения

σ ∈ (−ν1, ν2) ∩ (−min (ν0, ν4), (min (1, ν 3)) (2.19)

выполнено условие
D(γ) 6= 0, γ ∈ Pσ. (2.20)

Тогда оператор I − T является нетеровым в пространстве Hσ и его индекс
κσ = κ (I − T ) определяется выражением

κσ = − 1

2π

∫ σ+i∞

σ−i∞

D
′
(γ)

D(γ)
dγ. (2.21)

Доказательство. Отметим, что из (2.12) и аналогичных оценок для про-
изводных Φ

′
j(γ), j = 1, 2, вытекает конечность величины κσ из (2.21), если

выполнено условие (2.20). Для σ из интервала (2.19) выполняется включение
(см. оценку (2.4))

Q1(s, t) sσ−1/2 t−σ+1/2 ∈ L2(R+ × R+)

и, следовательно (см. [119, c. 382]), при этих значениях σ оператор A1 вполне
непрерывно действует в пространстве Hσ. Тогда [144, c. 60] утверждение лем-
мы достаточно доказать для невозмущенного оператора I − A0, для чего,
согласно следствию 1, достаточно установить нетеровость оператора T в про-
странстве L2 (Pσ) с индексом κ(T ) = κσ. Пусть для определенности σ < 0.
Рассмотрим на функциях M ∈ L2 (Pσ) отображение U :

(UM)(λ) = λ−1M(λ−1), λ ∈ Γσ,
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где окружность

Γσ = {λ ∈ C : |λ− (2σ)−1| = |2σ)−1|}.

Оператор U унитарно отображает пространство L2(Pσ) на пространство
L2(Γσ), причем

T̃U = UT , (2.22)

где оператор T̃ имеет вид (см. равенство (2.15))

(T̃ z)(λ) = (1− Φ(λ−1)/2)z(λ)−

−Φ(λ−1)

2πi

∫
Γσ

z(µ)

µ− λ dµ+
1

2πi

∫
Γσ

v(λ−1, µ−1) z(µ)

µ− λ dµ.

При этом функция Φ(λ−1) является непрерывной на окружности Γσ (см. оцен-
ки (2.12)) и согласно (2.18) выполняется включение

λ−1µ−1v(λ−1, µ−1) ∈ L2 (Γσ × Γσ).

Тогда с учетом условия (2.20) получаем [204, c. 139], что оператор T̃ является
нетеровым в пространстве L2 (Γσ) и его индекс

κ (T̃ ) =
1

2π

[
arg

1

D(λ−1)

]
Γσ

= κσ,

откуда и из (2.22) получаем утверждение леммы.
Лемма доказана.

2.1.3 Следующее утверждение, наряду с теоремой 1, играет важную роль
при получении оценок на бесконечности решений интегральных уравнений
(2.1) и (2.8).

Теорема 2. Пусть −ν 1 < −ν < µ < ν 2 и X ∈ Hσ, σ ∈ (−ν, µ) – решение
уравнения (2.8) с правой частью F0 ∈ Bν, µ. Тогда функция D(γ)M [X](γ)

принадлежит пространству H2(σ, σ1) для любого σ ∈ (σ, µ) и справедливо ра-
венство

D(γ)M [X](γ) = M [F0](γ) + Φ1(γ)Nσ(γ), Re γ ∈ (σ, µ), (2.23)

где аналитическая в полуплоскости Re γ > σ функция

Nσ(γ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φ2(ξ) ζ(ξ − γ + 1, t1)M [X](ξ) dξ.



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

56 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕТОДА СУПЕРПОЗИЦИИ

При этом, для любого δ > 0 выполняется оценка

|Nσ(γ)| ≤ cδ‖X‖Hσ (|Im γ|+ 1)τ 1 , Re γ ∈ (σ + δ, δ−1), (2.24)

с показателем τ1 = τ1(δ) > 0.
Доказательство. Прежде всего, по условию теоремы для любого σ1 ∈ (σ, µ)

справедливо включениеM [F0](γ) ∈ H2(σ, σ1). Далее, аналитичность функции
Nσ(γ) при Re γ > σ и оценка (2.24) вытекают из условия M [X](γ) ∈ L2(Pσ)

и оценок (2.12), (2.13). Кроме того, используя включение∫ σ+i∞

σ−i∞

M(ξ)

ξ − γ dξ ∈ H2(σ,∞), M ∈ L2 (Pσ),

и соотношение

L2 (Pσ)− lim
ε→+0

1

πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

M(ξ)

ξ − γ − ε dξ = −M(γ) + (KσM)(γ), M ∈ L2 (Pσ)

(см. [152, гл. 6]), получаем, что функция Φ1(γ)Nσ(γ) принадлежит простран-
ству H2(σ, σ1) для любого σ1 ∈ (σ, ν 2) и ее граничное значение на прямой Pσ
задается выражением

L2 (Pσ)− lim
ε→+0

Φ1(γ + ε)Nσ(γ + ε) = −1

2
Φ(γ)M [X](γ)+

+
Φ1(γ)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φ2(ξ) ζ(ξ − γ + 1, t1)M [X](ξ) dξ.

Отсюда и из (2.8), (2.14) получаем, что функция D(γ)M [X](γ), γ ∈ Pσ яв-
ляется граничным значением (в смысле сходимости в пространстве L2 (Pσ))
функции из H2(σ, σ1), определяемой правой частью формулы (2.23).

Теорема доказана.
Приведем два следствия из доказанной теоремы.

Следствие 2. Предположим, что в полосе Re γ ∈ (ν−, ν+), где −ν1 ≤ ν− <
0 < ν+ ≤ ν 2, функция D(γ) имеет единственный простой корень в точке
γ = 0. Пусть ν0 > 0 и функция

X ∈ Hσ, σ ∈ (min (ν0, ν4,−ν−), 0)

является решением уравнения (2.1) с правой частью F ∈ Bν,µ для некоторых
ν > |σ| и µ ∈ (0, min (ν+, ν 3)). Тогда найдется такая постоянная a, что для
произвольного α ∈ (0, µ) выполняется соотношение

X(s)− a ∈ B0,α. (2.25)
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Доказательство. Можно считать, что функция X ∈ Hσ является решением
невозмущенного уравнения (2.8) с правой частью

F0 = A1X + F ∈ Bν0 +Bν,µ (2.26)

(см. оценку (2.4) для Q1(s, t)). Тогда по теореме 2 имеем включение

M [X](γ) ∈ H2(σ, σ1), ∀ σ1 ∈ (σ, 0)

и выражение (2.23) дает мероморфное продолжение функции M [X](γ) в по-
лосу Re γ ∈ (σ, µ) с единственным простым полюсом в точке γ = 0. Таким
образом, используя формулу обращения (2.9) и оценки (2.12), (2.24), получа-
ем в пространстве Hσ и σ1 ∈ (σ, 0) равенство

X(s) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

{
L2(Pσ)− lim

ε→+0
M [X](γ + ε)

}
s−γ dγ =

= Hσ − lim
ε→+0

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

M [F0](γ + ε) + Φ1(γ + ε)Nσ(γ + ε)

D(γ + ε)
s−γ dγ =

= F0(s) +
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

Φ1(γ)(Φ2(γ)M [F0](γ) +Nσ(γ)

D(γ)
s−γ dγ. (2.27)

Применяя к интегралу в (2.27) теорему Коши о вычетах, имеем для любого
α ∈ (0, µ):

X(s)− F0(s) = −M [F0](0) + Φ1(0)Nσ(0))

D ′(0)
+

+
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞

Φ1(γ)(Φ2(γ)M [F0](γ) +Nσ(γ)

D(γ)
s−γ dγ. (2.28)

Из (2.26)–(2.28) получаем утверждение (2.25). Следствие доказано.
Отметим, что если в условиях следствия 2 функция F (s) является непре-

рывной при s ≥ 0, то непрерывной будет и соответствующее решение X(s) и
тогда из (2.25) получаем асимптотическое соотношение

X(s) = a+ O (s−α), s→∞, ∀α ∈ (0, µ).

Следствие 3. Пусть функция D(γ) удовлетворяет условиям следствия 2.
Предположим, что X ∈ B – решение интегрального уравнения (2.1) с пра-
вой частью F ∈ B0,µ для некоторого µ ∈ (0, min (ν+, ν 3)). Тогда для функции
X(s) справедливо утверждение (2.25).

Доказательство. Функция

X1 = X −A1X − F ≡ A0 X ∈ Bν 1,0 ⊂ Hσ, σ ∈ (−ν1, 0)
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и удовлетворяет уравнению (2.8) с правой частью

F0 = A0(F +A1X) ∈ Bν 1, µ (2.29)

(см. оценки (2.3), (2.4)). Тогда утверждение следствия вытекает из следствия
2, примененного к уравнению (2.8) с правой частью (2.29).

2.1.4 Всюду в этом пункте, в том числе в формулировках теорем, считаем,
что функция D(γ) удовлетворяет условиям следствия 2, причем индекс κσ =

= 0 (см. выражение (2.21)) для некоторого, а значит, и для любого значения
σ ∈ (ν−, 0). Кроме того, предполагается, что показатели νj из оценок (2.3),
(2.4) удовлетворяют неравенствам

νj ≥ 1, j = 1, 2, 3, 4. (2.30)

Наличие неравенств (2.30) упрощает изложение, кроме того, такие неравенства
выполняются в интересных для приложений случаях, рассмотренных в гл. 3.

Введем в рассмотрение союзный к A оператор A∗:

(A∗ Y )(s) =

∫ ∞
0

Q(t, s)Y (t) dt, s > 0,

и линейные пространства функций

E = ∪ ε>0 B 0,ε, E∗ = ∩ ε∈(0,1) B 0,ε.

Таким образом, пространство E состоит их таких функций X ∈ B, что для
некоторого ε > 0, зависящего от X, выполняется оценка |X(t)| ≤ c (1 + t)−ε

при почти всех s > 0. При этом пространство E∗ образуют такие функции
X ∈ B, что оценка |X(t)| ≤ cε(1 + t)−ε справедлива для произвольного значе-
ния ε < 1. Для дальнейшего является важным, что (с учетом (2.30)) оператор
A действует из E в E, а оператор A∗ отображает B0,1 ⊂ E∗ в E∗, причем
выполняется соотношение

(AX,Y ) = (X,A∗ Y ), X ∈ E, Y ∈ B0,1, (2.31)

где билинейная форма

(X,Y ) =

∫ ∞
0

X(t)Y (t) dt, X ∈ E, Y ∈ E∗.

Лемма 2. Однородное уравнение

Y (s)− (A∗ Y )(s) = 0, s > 0 (2.32)

имеет нетривиальное решение в пространстве B0,1.
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Доказательство. Сделаем в (2.32) замену неизвестной функции Y ∗(s) =

= s Y (s), тогда для Y ∗(s) получим интегральное уравнение

Y ∗(s)−
∫ ∞

0

Q∗(s, t)Y ∗(t) dt = 0, s > 0 (2.33)

с ядром

Q∗(s, t) = t−1
∞∑
n=1

φ∗1(t−1
n s)φ∗2(tnt

−1) t−1
n + st−1Q1(s, t),

где функции
φ∗j (λ) = φ3−j(λ

−1), λ ∈ S, j = 1, 2.

Из (2.3), (2.4) имеем оценки

|φ∗j (λ)| ≤ c|λ|ν 2(1 + |λ|)−(ν 1+ν 2), λ ∈ S, j = 1, 2,

|st−1Q1(s, t)| ≤ c s(1 + s)−(1+ν4)(1 + t)−(1+ν 3), s, t ≥ 0.

Таким образом, уравнение (2.33) имеет вид (2.1)–(2.4), причем соответствую-
щая функция

D∗(γ) := 1−M [φ∗1](γ)M [φ∗2](γ) = D(−γ), Re γ ∈ (−ν 2, ν 1),

удовлетворяет требованиям следствия 2, налагаемым на функцию D(γ) (с
заменой ν− на −ν+ и ν+ на −ν−). Для соответствующей величины индекса
κ∗σ из (2.21), используя теорему Коши, получаем

κ∗σ = 1− κσ1 = 1, σ ∈ (−ν+, 0), σ1 ∈ (ν−, 0).

Так как κ∗σ > 0, то по лемме 1 и следствию 2 заключаем, что найдется нетриви-
альное решение Y ∗ ∈ B1,0 уравнения (2.33). Тогда получаем, что существует
нетривиальное решение Y (s) = s−1Y ∗(s) ∈ B0,1 уравнения (2.32).

Лемма доказана.

Введем в рассмотрение функцию

q0(s) = 1−
∫ ∞

0

Q(s, t) dt ∈ B.

Используя равенство (2.15), которое справедливо при σ ∈ (−ν1, 0) и X ∈ B, и
формулу обращения (2.9), имеем∫ ∞

0

Q0(s, t) dt =
Φ2(0)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φ1(γ) ζ(1− γ, t1)s−γ dγ =

= 1 +
Φ2(0)

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
Φ1(γ) ζ(1− γ, t1)s−γ dγ =
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= 1 + O(s−σ1), s→∞, ∀σ1 ∈ (0, ν2),

и, значит, функция q0(s) принадлежит пространству E.
В случае выполнения условия (2.6) справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Уравнение (2.1) однозначно разрешимо в пространстве Hσ для
любого значения σ ∈ (ν−, 0). Кроме того, для любой функции F ∈ E суще-
ствует единственное решение X ∈ B уравнения (2.1), и если

F ∈ B0, µ, µ ∈ (0, min (ν+, ν 3)),

то для решения X ∈ B справедливо утверждение (2.25) с постоянной

a =
(F, Y )

(q0, Y )
, (2.34)

где Y ∈ B0,1 – единственное, с точностью до нормировки, нетривиальное ре-
шение однородного уравнения (2.32).

Доказательство. Пусть X ∈ B – решение уравнения (2.1) с F ∈ E, тогда
согласно следствию 3 найдется такое α, что функция X − 1 = X − a ∈ E удо-
влетворяет равенству (I − A)X1 = F − aq0, откуда, используя (2.31), (2.32),
получаем соотношение

a(q0, Y ) = (F, Y ), (2.35)

где Y ∈ B0,1 – произвольная функция из утверждения леммы 2. В силу усло-
вия регулярности (2.6) уравнение (2.1) имеет решение X ∈ B для любой пра-
вой части F ∈ C∞0 (R+) (см. (2.7)). Тогда из (2.35) вытекает, что (q0, Y ) 6= 0,
откуда, в частности, следует единственность (с точностью до нормировки)
функции Y из утверждения леммы 2. Далее, из (2.35) получаем утверждение
(2.34). Таким образом, в силу леммы 1 и следствия 2 теорема будет полностью
доказана, если показать единственность решения уравнения (2.1) в простран-
стве B.

Пусть X0 ∈ B – решение однородного уравнения (2.1). Тогда, в силу (2.1),
функцияX0(s) является непрерывной при s ≥ 0 и по следствию 3 и установлен-
ному равенству (2.34) заключаем, что X0(s) → 0, s → ∞. Далее используем
прием из [25], а именно, пусть s0 ≥ 0 – такая точка, что |X0(s0)| = ‖X‖B .
Тогда, используя (2.5), получаем

‖X0‖B ≤ (1− q0(s0))‖X0‖B ,

т. е. функция X0(s) ≡ 0.
Теорема доказана.
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2.2 Об одном классе бесконечных систем алгебраических урав-
нений

2.2.1 Использование метода суперпозиции при исследовании плоских ста-
тических граничных задач теории упругости в прямоугольной области [92,
гл. 7] приводит к необходимости рассмотрения бесконечных систем линейных
алгебраических уравнений, которые в общей ситуации можно записать в виде

x1,k −
∞∑
n=1

a
(1)
k n x2,n = b1,n, x2,k −

∞∑
n=1

a
(2)
k nx1,n = b2,n, (2.36)

с коэффициентами вида

a
(j)
k n = φj(tk t

−1
n ) t−1

n + q
(j)
k n, j = 1, 2, k, n = 1, 2, . . . ,

где tn = t1 + (n − 1) и число t1 ∈ (0, 1]. Функции φj обладают теми же свой-
ствами, что и в § 2.1, в частности для них выполняются оценки (2.3). При этом
для коэффициентов q(j)

k n верны оценки (ср. с оценками (2.4))

|q(j)
k n| ≤ c k−ν 3 n−(1+ν4), j = 1, 2, k, n = 1, 2, . . . , (2.37)

с некоторыми показателями ν 3 > 0, ν4 > 0.
Для практического решения системы уравнений (2.36) важное значение

имеют утверждения об однозначной разрешимости, а также априорная инфор-
мация об асимптотическом при k → ∞ поведении неизвестных x1,k, x2,k. В
данном параграфе при исследовании системы (2.36) аналогично рассмотрени-
ям § 2 (см. также [52], [22, гл. 4]) используется аппарат интегрального преоб-
разования Меллина. Кроме установления асимптотики с оценкой остатка для
ограниченных решений системы уравнений (2.36), такой подход позволяет при
рассмотрении вопроса о разрешимости системы (2.36) использовать достаточ-
но полно разработанную теорию систем сингулярных интегральных уравнений
(см., например, [33]).

Далее будем использовать следующие обозначения для комплекснознач-
ных последовательностей:

x =

(
x1

x2

)
, xj = {xj,k}∞k=1, j = 1, 2.

Через lp = lp (N), 1 ≤ p < ∞ обозначаем банахово пространство последова-
тельностей, суммируемых в p-й степени а через l∞ = lp (N) – банахово про-
странство ограниченных последовательностей. Норма в пространстве lp опре-
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деляется стандартным образом:

‖{xk}‖lp =

{
∞∑
k=1

|xk|p
}1/p

, 1 ≤ p <∞, ‖{xk}‖l∞ = sup
k≥1
|xk|.

Для прямой суммы двух экземпляров пространства lp используем обозначе-
ние l2p = lp ⊕ lp. При этом норма элемента x = {x(1), x(2)} ∈ l2p определяется
выражением ‖x‖l2p = (‖x(1)‖plp + (‖x(2)‖plp)1/p, если 1 ≤ p < ∞ и ‖x‖l2p =

= max{‖x(1)‖l∞‖, ‖x(2)‖l∞ , если p =∞.
Введем в рассмотрение линейные операторы

A = A0 +A1, Ajx =

(
Aj1x

Aj2x

)
, j = 0, 1,

где

A0jx =

{
∞∑
n=1

φj(tk t
−1
n ) t−1

n x3−j,n

}∞
k=1

,

A1jx =

{
∞∑
n=1

q
(j
k n)x3−j,n

}∞
k=1

.

В принятых обозначениях система уравнений (2.36) записывается в виде

x−Ax = b,

с линейным оператором A, непрерывно действующим в пространстве l∞. Част-
ным случаем системы (2.36) является “невозмущенная” система алгебраиче-
ских уравнений

x−A0 x = b, (2.38)

при исследовании которой и используется техника интегрального преобразо-
вания Меллина. Далее основное внимание уделяется ограниченным решениям
систем уравнений (2.36), (2.38), т. е. когда искомый вектор x ∈ l2∞.

2.2.2 Далее функции Φj(γ), j = 1, 2 имеют тот же смысл, что и в § 2.1
(см. (2.10)). Введем в рассмотрение линейное отображение M : x→M [x] из
пространства l2∞ в множество аналитических вектор-функций, определенных
в полосе Re γ ∈ (−ν1, 0);

M [x] =

(
M1x

M2x

)
, (Mjx)(γ) = Φj(γ)

∞∑
n=1

tγ−1
n x3−j,n, j = 1, 2. (2.39)

Свойства отображения M и его связь с оператором A0 задаются следующим
утверждением.
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Предложение 1.
1) Если вектор x ∈ l2p, p ≥ 1, то функции (Mjx)(γ), j = 1, 2 аналитичны

в полосе Re γ ∈ (−ν 1, ν 2(p)), ν 2(p) = min (ν 2, p
−1) и для любого достаточно

малого δ > 0 справедливы оценки

|(Mjx)(γ)| ≤ cδ exp (−d0|Im γ|), Re γ ∈ (−ν 1 + δ, ν 2(p)− δ). (2.40)

2) Если (Mjx)(γ) = 0 при γ ∈ Pσ, j = 1, 2 для некоторого σ ∈ (−ν1, 0), то
вектор x = 0.

3) Для любых x ∈ l2∞ и σ ∈ (−ν1, 0) справедливо равенство

∞∑
n=1

φj(tk t
−1
n ) t−1

n x3−j,n =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
(Mjx)(γ) t−γk dγ, (2.41)

где j = 1, 2 и k = 1, 2, . . . .

Доказательство. Используя неравенство Гельдера, получаем

|(Mjx)(γ)| ≤ |(Φjx)(γ)|

{∑
n=1

t(Re γ−1) p
′

n

}1/p
′

· ‖x‖l2p ,
1

p
+

1

p ′
,

откуда и из оценок (2.12) следует утверждение 1). Утверждение 2) вытекает
из аналитичности рассматриваемых функций и [257, c. 316]. Наконец, утвер-
ждение 3) следует из определения отображения M и формулы обращения

φj(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φj(γ) t−γ dγ, t > 0, σ ∈ (−ν 1, ν 2).

Пусть вектор b ∈ l2∞ и предположим, что существует решение x ∈ l2∞ со-
ответствующего уравнения (2.36). Тогда согласно (2.41) для любого значения
σ ∈ (−σ1, 0) имеем равенства

xj,k =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
(Mjx)(ξ) t−ξk dξ + bj,k, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . . (2.42)

Применяя к (2.42) отображение M и вводя обозначения

Mj(γ) = (Mj x)(γ), Fj(γ) = (Mj b)(γ), j = 1, 2,

получаем следующие соотношения:

Mj(γ) =
Φj(γ)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ζ(ξ − γ + 1, t1)M3−j(ξ) dξ + Fj(γ),

− ν1 < Re γ < σ < 0, j = 1, 2. (2.43)
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Соотношения (2.43) играют определяющую роль при исследовании априорных
асимптотических свойств ограниченных решений систем (2.38) и (2.36), а так-
же при дальнейшем сведении системы уравнений (2.38) к системе сингулярных
интегральных уравнений.

Применяя, на основании оценок (2.40), (2.13), к интегралам в формуле
(2.43) теорему Коши (вычет берется в простом полюсе γ = ξ), получаем соот-
ношения

Mj(γ) = Φj(γ)M3−j(γ)+

+
Φj(γ)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ζ(ξ − γ + 1, t1)M3−j(ξ) dξ + Fj(γ), j = 1, 2,

где уже −ν 1 < σ < Re γ < 0. Это соотношения, после простых алгебраических
преобразований, приводятся к виду

Mj(γ) =
Mj,σ(γ)

D(γ)
, Re γ ∈ (σ, 0), j = 1, 2, (2.44)

где функция D(γ) определена согласно (2.11) и функции

Mj,σ(γ) = Φj(γ)[N3−j,σ(γ) + Φ3−j(γ)Nj,σ(γ) + F3−j(γ)] + Fj(γ),

Nj,σ(γ) =
1

2πi

∫ σ−i∞

σ−i∞
ζ(ξ − γ + 1, t1)Mj(γ) dξ. (2.45)

При этом функции Nj,σ(γ) аналитичны в полуплоскости Re γ > σ с оценками
(см. оценки (2.10), (2.13), (2.40))

|Nj,σ(γ)| ≤ cδ(|Im γ|+ 1)τ1(δ), Re γ ∈ (σ + δ, δ−1), (2.46)

справедливыми для всех достаточно малых δ > 0.
Проведенные рассмотрения позволяют заключить, на основании равенств

(2.42), что справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть вектор b ∈ l2∞ и x ∈ l2∞ – решение уравнения (2.38). Тогда
для x справедливо представление

xj,k = bj,k +
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

Mj,σ(γ)

D(γ)
t−γk dγ, (2.47)

где j = 1, 2 , k = 1, 2, . . . и −ν1 < σ < σ1 < 0, а функции D(γ), Mj,σ(γ)

определены согласно (2.11) и (2.45).

Важным моментом, относящимся к представлению решения уравнения
(2.38) в виде (2.47) является то обстоятельство, что независимо от рассмат-
риваемого ограниченного решения x функции Nj,σ(γ), j = 1, 2, являются ана-
литическими в полуплоскости Re γ > σ, где допускают оценки (2.46). Из усло-
вия x ∈ l2∞ вытекает, что функции Mj(γ) = (Mjx)(γ) аналитичны в полосе
Re γ ∈ (−ν1, 0), а формулы (2.44), (2.45) при условии b ∈ l2p, p ∈ [1,∞), дают
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мероморфное продолжение Mj(γ) в полосу Re γ ∈ [0, ν2(p)), а в общем слу-
чае – в область мероморфности функций Φj(γ), Fj(γ), которые определяются
явным образом через коэффициенты и правую часть уравнения (2.38). При
этом особенности функций Mj(γ) в полуплоскости Re γ ≥ 0 определяются
корнями функции D(γ) и полюсами функций Fj(γ). Это и дает возможность,
исходя из представления (2.47), получать асимптотические оценки для x1,k,
x2,k при k →∞ в случае конкретных систем уравнений вида (2.36) или (2.38).

Приведем пример на использование теоремы 1, который понадобится в
дальнейшем. Предположим, что функция D(γ) удовлетворяет условиям след-
ствия 2.2, т. е.:

D(γ) 6= 0, γ 6= 0, Re γ ∈ (−ν−, ν+); D(0) = 0, D
′
(0) 6= 0. (2.48)

Тогда справедливо следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть
b ∈ l2p, 1 ≤ p <∞, (2.49)

и x ∈ l2∞ – решение системы уравнений (2.36). Тогда справедливы асимптоти-
ческие формулы

xj,k = aj + bj,k + O(k−α), k →∞, j = 1, 2, (2.50)

где α – любое число из интервала

(0, α0(p)), α0(p) = min (ν+, ν3, p
−1),

и постоянные aj связаны соотношением a2 = Φ2(0)a1.
Доказательство. В силу системы (2.36) вектор x можно считать решением

уравнения (2.38) с правой частью b + A1x, при этом, согласно (2.37), имеем
оценки

|(A1jx)k| ≤ c‖x‖l2∞ · k
−ν3 , k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, (2.51)

так что A1x ∈ l2p для любого p > max (ν−1
3 , 1). Тогда (см. (2.40), (2.45)) функ-

ции Mj,σ(γ) являются аналитическими при Re γ ∈ (σ, α0(p)), и применяя тео-
рему Коши к интегралам в (2.47), получаем, с учетом оценок (2.51), следую-
щие выражения для xj,k :

xj,k = bj,k + (A1jx)k + aj +
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞

Mj,σ(γ)

D(γ)
t−γk dγ =

= aj + bj,k + O(k−α), k →∞,
где

aj = −Mj,σ(0)

D(0)
, j = 1, 2.
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Далее, так как по условию Φ1(0)Φ2(0) = 1, то из (2.45) имеем соотношение
M2,σ(0) = Φ2(0)M1,σ(0) и тогда a2 = Φ2(0)a1.

Следствие доказано.

2.2.3 Соотношения (2.43) позволяют провести сведение системы линей-
ных алгебраических уравнений (2.38) к системе сингулярных интегральных
уравнений относительно функцийMj(γ), j = 1, 2. Действительно, используя в
(2.43) формулы Сохоцкого при γ → ξ (для обоснования привлекаются оценки
(2.13) и (2.40)), получаем систему интегральных уравнений на прямой Pσ:

TM := A(γ)M(γ) +
B(γ)

πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

M(ξ)

ξ − γ dξ + (VM)(γ) = F (γ), (2.52)

где вектор-функции

M(γ) =

(
M1(γ)

M2(γ)

)
, F (γ) =

(
F1(γ)

F2(γ)

)
,

матрицы

A(γ) =

(
1 −Φ1(γ)/2

−Φ2(γ)/2 1

)
, B(γ) =

(
0 −Φ1(γ)/2

−Φ2(γ)/2 0

)
и регулярный интегральный оператор

V = {Vij}2i,j=1, (VijMj)(γ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Vij(γ, ξ)Mj(ξ) dξ,

с ядрами V11 = V22 ≡ 0 и

V12(γ, ξ) = Φ1(γ)((ξ − γ)−1 − ζ(ξ − γ + 1, t1)),

V21(γ, ξ) = Φ2(γ)((ξ − γ)−1 − ζ(ξ − γ + 1, t1)).

Для определителей матриц A(γ)±B(γ) имеем равенства

det (A(γ) +B(γ)) = D(γ), det (A(γ)−B(γ)) ≡ 1,

откуда следует, что при выполнении условия (2.18) система (2.52) является
системой нормального типа с суммарным индексом κσ, определяемым выра-
жением (2.21) [33, c. 52].

Отметим, что выполнения условия (2.20) всегда можно добиться за счет
выбора значения параметра σ ∈ (−ν1, 0) (см. оценки (2.12)), поэтому далее в
этом параграфе, не уменьшая общности, считаем, что в полосе Re γ ∈ (−ν1, 0)

функция D(γ) не имеет корней. Так как дзета-функция ζ(λ, t1) неограничена
по модулю при Reλ = 1, Imλ→ ±∞, то систему уравнений (2.52) следует рас-
сматривать в некотором весовом функциональном пространстве с растущим
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при Imλ → ±∞ весом. В связи с этим, введем в рассмотрение гильбертово
пространство Hσ с нормой

‖f(γ)‖Hσ = ‖f(γ) exp [d0|γ|/2]‖L2(Pσ),

и соответствующее пространство вектор-функций H2
σ = Hσ ⊕Hσ.

Лемма 1. Оператор T из (2.52) является нетеровым в пространстве H2
σ с

индексом κ(T ) = κσ, σ ∈ (−ν1, 0).
Доказательство леммы проводится аналогично доказательству нетерово-

сти оператора T из (2.17) (см. доказательство леммы 2.1). При этом следует
использовать отображение

U : M(γ| → z(λ) = λ−1 exp [d0|γ|/2M(λ−1)]

и результаты из [33, § 49], относящиеся к системам сингулярных интегральных
уравнений на гладком конечном контуре.

Справедлива следующая теорема о связи между решениями систем урав-
нений (2.38) и (2.52).

Теорема 2.
1) Пусть вектор b ∈ l2∞ и x ∈ l2∞ – решение уравнения (2.38). Тогда для

любого σ ∈ (−ν1, 0) вектор-функция M(γ) = M [x](γ) принадлежит H2
σ и яв-

ляется решением системы уравнений (2.52) с правой частью F (γ) = M [b](γ).
2) Пусть функция F (γ) = M [b](γ), b ∈ l2∞ и предположим, что су-

ществует решение M(γ) ∈ H2
σ0 системы уравнений (2.52) для некоторого

σ0 = σ ∈ (−ν1, 0). Положим последовательности

xj,k = bj,k +
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Mj(γ) t−γk dγ, j = 1, 2. (2.53)

Тогда для соответствующего вектора x справедливы утверждения:
a) вектор x является решением системы уравнений (2.38) с правой частью

b ∈ l2∞, по которой определена функция F (γ) и допускает оценки

|xj,k| ≤ cσkσ, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . ; (2.54)

б) если b = 0 (а значит, и F (γ) ≡ 0), а M(γ) ∈ H2
σ0 – нетривиальное реше-

ние системы уравнений (2.52), то вектор x является нетривиальным решением
однородной системы уравнений (2.38);

в) если функция D(γ) удовлетворяет условиям (2.48) и b ∈ l2p, p ∈ [1,∞),
то вектор x ∈ l2∞ и верны асимптотические формулы (2.50).

Доказательство. Утверждение 1) вытекает, по существу, из проведенных
ранее рассмотрений.

Поясним вывод утверждения 2). Пусть правая часть в (2.52) имеет
вид F (γ) = M [b](γ), b ∈ l2∞, тогда функции Fj(γ) аналитичны в полосе
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Re γ ∈ (−ν1, 0) с оценками

‖F (γ)‖Hσ ≤ cσ <∞, σ ∈ (−ν1 + δ,−δ),

для всех достаточно маленьких δ > 0 (см. предложение 1). Пусть для этой век-
тор-функции F (γ) существует решениеM(γ) ∈ H2

σ0 системы уравнений (2.52)
при некотором фиксированном σ0 = σ ∈ (−ν1, 0). Тогда (см. доказательство
теоремы 2.2 и [256, §§ 5.2–5.9]) нетрудно показать, что функции Mj(γ) до-
пускают аналитические продолжения в полосу Re γ ∈ (−ν1, 0), причем для
Re γ ∈ (−ν1, σ0) эти продолжения определяются формулами (2.43) с σ = σ0

(через значения Mj(γ) на прямой Pσ0), а при Re γ ∈ (σ0, 0) аналитические
продолжения определяются формулами (2.44), (2.45), причем для всех доста-
точно малых δ > 0 справедливы оценки

‖Mj(γ)‖Hσ ≤ cσ <∞, σ ∈ (−ν1 + δ,−δ). (2.55)

Тогда, используя обратное преобразование Меллина, получаем из (2.43) сле-
дующие равенства:

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Mj(γ) t−γ dγ =

∞∑
n=1

φj(t t
−1
n )t−1

n x3−j,n,

t > 0, σ ∈ (−ν1, σ0), (2.56)

где j = 1, 2 и xj,k определены согласно (2.53). Далее, оценки (2.55) позволяют
утверждать [256, c. 167], что для любого t > 0∫ σ+i∞

σ−i∞
Mj(γ) t−γ dγ =

∫ σ0+i∞

σ0−i∞
Mj(γ) t−γ dγ, ∀σ ∈ (−ν1, 0). (2.57)

Тогда из (2.56), (2.57) и (2.53) заключаем, что x – решение уравнения (2.38),
причем верны оценки (2.54). При этом, если b = 0 и предположить, что полу-
ченное по (2.53) решение уравнения (2.38) является тривиальным, то тогда из
(2.56) и [256, § 3.17] следует, что Mj(γ) ≡ 0, Re γ ∈ (−ν − 1, σ0) для j = 1, 2 ,
а в силу аналитичности Mj(γ) получаем, что Mj(γ) ≡ 0, Re γ = σ0. Таким
образом, установлены утверждения а), б).

Далее, если функция D(γ) удовлетворяет условиям (2.48), а вектор b –
условию (2.49), то используя для аналитического продолжения функций
Mj(γ), j = 1, 2 в полосу Re γ ∈ (σ0, 0) формулы (2.44), (2.45), получим утвер-
ждение в) (см. доказательство следствия 1 из п. 2).

Теорема доказана.

2.2.4 Всюду в этом пункте, в том числе и в формулировках утверждений,
предполагаем, что для функции D(γ) выполнены условия (2.48) с ν− = ν 1.
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Введем в рассмотрение два банаховых пространства последовательностей,
являющихся подпространствами пространства l∞ [125, c. 147]. Пусть c – про-
странство сходящихся при k → ∞ последовательностей, а c0 – пространство
сходящихся к нулю последовательностей. Положим прямые суммы c2 = c⊕ c,
c20 = c0 ⊕ c0. Обозначим, через c200 множество “финитных” последовательно-
стей из l2∞, это множество состоит из векторов x ∈ l2∞, у которых не более
конечного числа координат xj,k отлично от нуля.

Если x ∈ l2p, а y ∈ l2p ′ , где 1/p + 1/p
′

= 1, p ∈ (1,∞), то через < x, y >

обозначаем соотношение двойственности между пространствами l2p и l2
p
′ :

< x, y >=

∞∑
k=1

x1,k y1,k +

∞∑
k=1

x2,k y2,k.

Положим линейные пространства (без введения топологий)

E = ∪p∈(1,∞) l
2
p , E∗ = ∩p∈(1,∞) l

2
p .

Пусть число p 0 = max (1, ν−1
2 , ν−1

3 ), введем при p ∈ (p 0,∞) линейный опе-
ратор Rp, действующий из l2∞ в l2p с областью определения D(Rp):

Rpx = x−Ax, D(Rp) = {x ∈ l2∞ : x−Ax ∈ l2p}.

Для дальнейшего отметим, что c200 ⊂ D(Rp), p ∈ (p 0,∞) (см. оценки (2.3),
(2.4) и (2.37)). Так как оператор A непрерывно действует в пространстве l2∞,
а l2p непрерывно вложено в l2∞, то оператор Rp является замкнутым (как опе-
ратор из l2∞ в l2p).

Лемма 2. Для любого p ∈ (p 0,∞) оператор Rp является нетеровым, при-
чем

κ(Rp) ≥ κσ, (2.58)

где величина κσ определена согласно выражению (2.21) и не зависит от зна-
чения σ ∈ (−ν1, 0).

Доказательство. Так как справедливо равенство A = A0 + A1 и оператор
A1, на основании оценок (2.37) и [125, гл. 11, § 2] вполне непрерывно действует
из пространства l2∞ в l2p при p > max (1, ν−3 ), то утверждения леммы достаточ-
но доказать в частном случае A1 = 0. В этом случае используем результаты
п. 3. Пусть κ+

σ – количество линейно независимых решений однородной си-
стемы уравнений (2.52), рассматриваемой в пространстве H2

σ для некоторого
фиксированного значения σ ∈ (−ν1, 0). Тогда, согласно лемме 1, найдутся та-
кие вектор-функции Lm(γ) ∈ H2(σ), m = 1, 2, . . . , κ−σ , где κσ = κ+

σ − κ−σ , что
система уравнений (2.52) имеет решение тогда и только тогда, когда для пра-
вой части F (γ) ∈ H2(σ) выполняются условия ортогональности

(F (γ), Lm(γ))H2
σ

= 0, m = 1, 2, . . . , κ−σ ,



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

70 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕТОДА СУПЕРПОЗИЦИИ

где (·, ·)H2
σ
– скалярное произведение в пространстве H2

σ. Тогда, полагая век-
торы L̃mj (γ) = Lmj (γ) exp (d0|γ|):

ym =

(
ym1
ym2

)
,

ymj,k =

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φ3−j(γ)

Ğ

L̃m3−j(γ) tγ−1
k dγ, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . ,

на основании теоремы 2 заключаем, что для b ∈ E система уравнений (2.38)
имеет решение в пространстве l2∞ тогда и только тогда, когда выполняются
соотношения ортогональности

< b, ym >= 0, m = 1, . . . , κ−σ . (2.59)

Отсюда вытекает, что образ оператора Rp является замкнутым в пространстве
l2p, причем выполняется неравенство

dimkerRp ≤ κ−σ . (2.60)

Далее, по теореме 2 и предложению 1 получаем, что справедливо равенство

dimkerRp = κ+
σ . (2.61)

Таким образом, заключаем, что оператор Rp является нетеровым, причем
согласно (2.60), (2.61) выполняется оценка (2.58) для индекса κ(Rp).

Лемма доказана.
Из леммы 2, используя плотность вложения пространства l2p в l2p1 при 1 <

p < p1 <∞ и лемму 2.1 из [85], нетрудно получить следующее утверждение.

Следствие 2. Найдутся такие числа κ+, κ−, что κ+ − κ− ≥ κσ, и систе-
ма линейно независимых векторов ym ∈ E∗, m = 1, . . . , κ−, что однородная
система уравнений (2.36) имеет ровно κ+ линейно независимых решений в про-
странстве l2∞, а неоднородная система уравнений (2.36) с правой частью b ∈ E
имеет решение в пространстве l2∞ тогда и только тогда, когда выполняются
равенства

< b, ym >= 0, m = 1, . . . , κ−.

В силу условия (2.48) далее, не уменьшая общности, считаем, что выпол-
няются равенства

Φ1(0) = Φ2(0) = 1.

Положим векторы (ср. с функцией q0(s) из § 2, п. 4)

e =

 {1}∞k=1

{1}∞k=1

 , q0 = e−Ae. (2.62)
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Тогда (см. (2.42), (2.51)) имеем для α ∈ (0,min (ν1, ν 3)) соотношения

q0
j,k = 1− 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Φj(γ) ζ(1− γ, t1) t−γk dγ + O(k−ν3 =

= O(k−α), k →∞, j = 1, 2,

и значит справедливо включение q0 ∈ E.
Введем в рассмотрение союзный к A линейный оператор A∗:

A∗x =

(
y1

y2

)
, yj =

{
∞∑
n=1

a
(3−j)
nk x3−j,n

}∞
k=1

, j = 1, 2.

При этом оператор A действует из пространства E в E, а оператор A∗ отоб-
ражает пространство E∗ в E∗ и справедливо соотношение двойственности

< Ax, y >=< x,A∗y >, x ∈ E, y ∈ E∗. (2.63)

Аналогично доказательству леммы 2.2 проводится доказательство следующего
утверждения.

Лемма 3. Пусть κσ = 0, где σ ∈ (−ν1, 0). Тогда однородное уравнение

y −A∗y = 0

имеет нетривиальное решение y ∈ e∗, причем для компонент yj,k этого реше-
ния справедливы оценки

|yj,k| ≤ c k−1, k = 1, 2, . . . , j = 1, 2.

Сформулируем основной результат настоящего пункта, который относится
к вопросу об однозначной разрешимости регулярной системы линейных алгеб-
раических уравнений вида (2.36). Напомним [126, c. 37], что система (2.36)
называется регулярной, если выполняются оценки

1−
∞∑
n=1

|a(j)
k n| > 0, k = 1, 2, . . . , j = 1, 2.

Теорема 3. Пусть индекс κσ = 0, σ ∈ (−ν1, 0) и система (2.36) является
регулярной. Тогда для любого вектора b ∈ l∞p с p ∈ [1,∞) существует един-
ственное решение x ∈ l2∞ системы уравнений (2.36). При этом для решения x
справедлива асимптотическая формула (2.50) с постоянными

a1 = a2 =
< b, y >

< q0, y >
, (2.64)
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где < q0, y >6= 0 и y ∈ E∗ – вектор из утверждения леммы 3 (в условиях
теоремы единственный, с точностью до нормировки), а вектор q0 определен
согласно (2.62).

Доказательство. Доказательство теоремы проводится аналогично доказа-
тельству теоремы 2.3. При этом используются лемма 3, соотношение (2.63) и
утверждение о единственности в пространстве c20 решения регулярной системы
линейных алгебраических уравнений [25, теорема 7].

Отметим, что способ определения коэффициентов aj из асимптотической
формулы (2.50), основанный на формуле (2.64) (см. также утверждение теоре-
мы 2.3), вполне аналогичен предложенному в работе [164] способу определе-
ния коэффициентов разложений решений эллиптических граничных задач по
однородным решениям в окрестности конической или угловой точки.

2.2.5 Рассмотрим некоторые приложения полученных в предыдущих пунк-
тах результатов к алгебраическим системам уравнений, возникающим при рас-
смотрении плоских граничных задач теории упругости в прямоугольной обла-
сти.

Первая система уравнений имеет вид [126, c. 77]

x1,k − 4µ3
1

cosh2(µ1βk)

∆(µ1βk)

∞∑
n=1

β3
k

(β2
n + µ2

1β
2
k)2

x2,n = b1,k,

x2,k − 4µ3
2

cosh2(µ2βk)

∆(µ2βk)

∞∑
n=1

β3
k

(β2
n + µ2

2β
2
k)2

x1,n = b2,k,

(2.65)

где функция ∆(t) = sinh t cosh t + t, последовательность βk = π(k − 1/2),
k = 1, 2, . . ., а µ1, µ2 – фиксированные положительных числа, связанные со-
отношением µ1 µ2 = 1. Система уравнений (2.65) приводится к виду (2.36) с
функциями

φj(t) =
4µ3

j t
3

π(1 + µ2
j t

2)
, j = 1, 2, (2.66)

последовательностью tk = k − 1/2 и коэффициентами

q
(j)
kn =

{
cosh2(µjβk)

∆(µj βk)
− 1

}
·

4µ3
j β

3
k

(β2
n + µ2

j β
2
k)2

.

При этом, нетрудно удостовериться, что оценки (2.3) для функций φ(λ) выпол-
няются с показателями ν1 = 1, ν 2 = 1 и произвольным числом d > 0, а оценки
(2.37) справедливы для ν4 = 3 и любого значения ν 3 > 0 (так как функция
| cosh2 t/∆(t)−1| убывает экспоненциальным образом при стремлении t к∞).
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Согласно равенству [256, c. 256]∫ ∞
0

tγ+2

(t2 + 1)2
dt =

π(γ + 1)

4 cos(πγ/2)
, Re γ ∈ (−3, 1), (2.67)

имеем следующие выражения для функций из (2.45), (2.46):

Φj(γ) =
γ + 1

µj cos(πγ/2)
, D(γ) = 1− (γ + 1)2

cos2(πγ/2)
. (2.68)

Кроме того, равенства [207, c. 689]

1− cosh2 µj βk
∆(µj βk)

∞∑
n=1

4µ3
j β

3
k

(β2
n + µ2

j β
2
k)2

=
2µj βk

∆(µj βk)
, j = 1, 2, (2.69)

показывают, что система уравнений (2.65) является регулярной. При этом по-
следовательности βk/∆(µj βk), k = 1, 2, . . . из правой части равенства (2.69)
имеют экспоненциальный характер убывания при k →∞. Это обстоятельство
не позволяет непосредственно применить результаты работ [143], [126, гл. 1,
§ 2] для исследования вопроса о разрешимости системы уравнений (2.65) в
пространстве ограниченных последовательностей l2∞ при правых частях b ∈ E.

Теорема 4. Пусть вектор b ∈ l2p, p ∈ [1,∞). Тогда система уравнений (2.65)
имеет единственное решение x ∈ l2∞. Для этого решения справедлива асимп-
тотическая формула (2.50) с произвольным α ∈ (0, p−1) и постоянными

a1 = a2 =
π

2

2∑
j=1

∞∑
k=1

∆(µj βk) bj,k

βk cosh2(µj βk)
. (2.70)

Доказательство. Для доказательства покажем, что выполнены все условия
теоремы 3. Функция D(γ) из формулы (2.68) при Re γ ∈ (−3,−1) имеет лишь
один простой корень γ = 0 (см. [134, 414]). Далее, так как D(γ) является
аналитической при Re γ ∈ (−3, 0) функцией и не имеет там корней, а на пря-
мой Re γ = −1 принимает лишь вещественные значения, то значит, индекс
κσ = κ−1 = 0, для любого σ ∈ (−3, 0).

Таким образом, выполнены все условия теоремы 3, согласно которой по-
лучаем утверждения доказываемой теоремы, за исключением равенств (2.70).
Равенство (2.70) выводится из формулы (2.64), исходя из того, что в рассмат-
риваемом случае вектор y ∈ E∗ из утверждения леммы 3 можно найти в явном
виде. Действительно, на основании равенства [207, c. 690]

∞∑
k=0

(2k + 1)2

[(2k + 1)2 + t2]2
=

π

16

{
2 tanh(πt/2)

t
+

π

cosh2(πt/2)

}
, t > 0,
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получаем, что вектор

y =

(
y1

y2

)
, yj,k =

∆(µj βk)

βk cosh2(µj βk)
, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . ,

принадлежит пространству E∗ и является решением однородной системы урав-
нений, союзной к (2.65). При этом вектор q0 (см. (2.62), (2.69)) имеет компо-
ненты

q0
j,k =

2µj βk
∆(µj βk)

, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . .

Тогда, учитывая равенство (см. [207, c. 723] и [305, c. 116])

2∑
j=1

∞∑
k=1

µj

cosh2(µj βk)
=

1

π
, µ1 µ2 = 1, µj > 0,

на основании (2.64) получаем выражения (2.70) для постоянных aj , j = 1, 2.
Теорема доказана.
В случае задачи о прогибе тонкой прямоугольной пластинки, защемлен-

ной по краям и находящейся под воздействием равномерно распределенной
нагрузки, правая часть в системе уравнений (2.65) имеет вид [126, c. 74–82]

bj,k = (−1)j
4 cosh2(µj βk)

βk∆(µj βk)
, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . . (2.71)

Тогда по теореме 4 получаем, что для вектора b ∈ E из (2.71) существует
единственное ограниченное решение системы (2.65), при этом справедлива
оценка (см. (2.70))

xj,k = O(k−α), k →∞, j = 1, 2, ∀α ∈ (0, 1). (2.72)

Отметим, что оценка (2.72) может быть уточнена. Действительно, для вектора
b из (2.71) функции Fj(γ) = (Mjb)(γ) имеют вид

Fj(γ) = (−1)j
4(γ + 1)

π µγj cos(πγ/2)
×

×

{
ζ(2− γ, 1/2) +

∞∑
k=1

[
cosh2(µ−1

j βk)

∆(µ−1
j βk)

− 1

]
(k − 1/2)γ−2

}
, (2.73)

и, следовательно, функция Fj(γ) cos(πγ/2) является мероморфной во всей
комплексной плоскости с единственным простым полюсом в точке γ = 1 и
вычетом

Res γ=1 Fj(γ) cos(πγ/2) = −(−1)j
8

πµj
, j = 1, 2.
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Тогда из (2.47), с учетом (2.45) и (2.71) (см. доказательство следствия 1),
имеем соотношение

xj,k = bj,k + (−1)j
4

βk
+ O(k−α1) = O(k−α1), k →∞, j = 1, 2,

где α1 > 1 > – действительная часть первого по возрастанию действитель-
ных частей корня функции D(γ) из (2.68) в полуплоскости Re γ > 0. Наличие
явных формул (2.68), (2.73) позволяет получить полное асимптотическое раз-
ложение при k →∞ для решения

x = ({x1,k}∞k=1, {x1,k}∞k=1) ∈ l2∞

системы уравнений (2.65) с правой частью (2.71). Это разложение естествен-
ным образом связано с корнями функции D(γ) в полуплоскости Re γ > 0.

Рассмотрим систему уравнений [92, гл. 7, § 4]

x1,k − 4µ3
1

sinh2(µ1αk)

∆(µ1αk)

∞∑
n=1

α3
k

(α2
n + µ2

1α
2
k)2

x2,n = b1,k,

x2,k − 4µ3
2

sinh2(µ2αk)

∆(µ2αk)

∞∑
n=1

β3
k

(α2
n + µ2

2α
2
k)2

x1,n = b2,k,

(2.74)

где функция ∆ = sinh t cosh t+ t и последовательность αk = πk, k = 1, 2, . . . .

Эта система, как и (2.65), может быть представлена в виде (2.36) (см. (2.66))
с последовательностью tk = k и является регулярной, а именно, справедливы
равенства [207, c. 688]

1− sinh2 µjαk
∆(µjαk)

∞∑
n=1

4µ3
jα

3
k

(α2
n + µ2

jα
2
k)2

=
2 sinh2(µjαk)

µjαk∆(µjαk)
, αk = πk. (2.75)

Аналогично теореме 4 доказывается следующая теорема.

Теорема 5. Пусть b ∈ l2p, p ∈ [1,∞). Тогда система уравнений (2.65) имеет
единственное решение x ∈ l2∞. Для этого решения справедлива асимптотиче-
ская формула (2.50) с произвольным α ∈ (0, p−1) и некоторыми постоянными
a1 = a2.

Отметим, что теория регулярных систем алгебраических уравнений гаран-
тирует, на основании (2.75), существование в l2∞ решения системы (2.74) при
выполнении условия |bj,k| ≤ c k−1, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . . Теорема 5 дает
утверждение о единственности решения в l2∞ системы (2.74 и обеспечивает
существование решения x ∈ l2∞ при условии на правую часть |bj,k| ≤ c k−ε,
j = 1, 2 , k = 1, 2, . . . , для некоторого (произвольного) ε > 0.
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2.3 Закон асимптотических выражений в абстрактной форму-
лировке

2.3.1 Пусть Z – полуупорядоченное Kσ-пространство с классом положи-
тельных элементов Z+ (используем терминологию и обозначения из [47]). Для
каждого z ∈ Z+ обозначим через Zz подпространство тех элементов x ∈ Z,
для которых выполняется неравенство |x| ≤ αz при некоторой постоянной
α > 0, зависящей от x.

Пусть A – положительный (o)-линейный оператор в Z. Предположим, что
для некоторых элементов z ∈ Z+, w ∈ Z+ справедливо равенство

z −Az = w. (2.76)

Тогда, согласно классическим результатам Л. В. Канторовича (см. [47, гл. 12])
для любого v ∈ Zw существует решение x ∈ Zz уравнения

x−Ax = v, (2.77)

которое может быть получено по методу последовательных приближений (от-
носительно (o)-сходимости в Z) при начальном элементе x0 = 0:

x =

∞∑
k=0

Ak v. (2.78)

Далее такие решения будем называть главными. При этом, если выполнено
условие |v| ≤ αw, то |x| ≤ αz, а если v ∈ Z+, то тогда и x ∈ Z+.

Приведенные утверждения Л. В. Канторовича обобщают на функциональ-
ные уравнения в Kσ-пространствах результаты Б. М. Кояловича [143], отно-
сящиеся к разрешимости и методу последовательных приближений для бес-
конечных регулярных алгебраических систем линейных уравнений. В рабо-
те [143] при определенных условиях также установлено существование предела
limk→∞ xk для ограниченного решения алгебраической системы уравнений.
Этот результат Б. М. Кояловича, названный им законом асимптотических вы-
ражений, не нашел своего отражения в рамках теории функциональных урав-
нений в Kσ-пространствах. В данном параграфе на основании анализа мето-
дики [143] устанавливается закон асимптотических выражений в абстрактной
формулировке (теорема 1). Попутно исправлены некоторые неточности в фор-
мулировках и доказательстве из [143], отмеченные в [151].

Отметим, что результаты [143] нашли важное применение и дальнейшее
развитие в [87] при рассмотрении различных граничных задач линейной тео-
рии упругости.
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2.3.2 Пусть Zk ⊂ Zk+1, k = 1, 2, . . . – некоторая последовательность глав-
ных элементов пространства Z. Обозначим через Pk оператор проектирования
Z на Zk, а через Qk – оператор проектирования на дизъюнктное дополнение к
Zk. Положим Pk,n = Pk−Pn, n > k и введем в рассмотрение подпространство

Z0 = {y ∈ Z : ∃ k, что Qk y = 0}.

Теорема 1. Пусть выполнены условия:
1) существуют такие постоянные a > 0, b > 0 и положительный функцио-

нал f , заданный на Z0, что для любого g ∈ Z+ ∩ Zz выполняются неравенства

a f(Pk g)Qk w ≤ Qk APk g ≤ b f(Pkg)Qk w, k = 1, 2, . . . ,

причем f(Pk z)→∞, k →∞;
2) положительный элемент w ∈ Z+ является единицей в Z.
Тогда, если z – главное решение уравнения (2.76), а x – главное решение

уравнения (2.77) с правой частью v ∈ Zw, |v| ≤ αw, то найдется постоянная
c, |c| ≤ α, что ∀ε > 0 существует такое n, что

|Qn(x− cz)| ≤ εQnz. (2.79)

Доказательство теоремы разобьем на ряд лемм (леммы 1–4). Отметим, что
согласно условию 2) в пространстве Z предполагается существование единицы.

Лемма 1. Для вещественного β и натурального n положим элемент

gn(β) = Qn(APn(βz − x) + βw − v). (2.80)

Тогда, если gn(β) ∈ Z+, то β Qn z ≥ Qn x, а если −gn(β) ∈ Z+, то тогда
β Qn z ≤ Qn x.

Доказательство. Из (2.76), (2.77) имеем

βz − x = A(βz − x) + βw − v.

Тогда, вводя в рассмотрение элемент yn = Qn(βz − x), получим

yn = An yn + gn, (2.81)

где gn = gn(β) определен согласно (2.80), а An = QnA – положительный
(o)-линейный оператор в Z, для которого оператор A является модулярной
мажорантой:

|An y| ≤ |Ay|, y ∈ Z.
Кроме того, в силу условия 1) теоремы и неравенств

|v| ≤ αw, |x| ≤ αz, (2.82)
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получаем, что

|gn| ≤ |QnAPn(βz − x)|+ |Qn(βw − v)| ≤

≤ (|β|+ α)Qn(APn z + w) ≤ (|β|+ α)(bf(Pn z) + 1)w,

|yn| = |Qn(βz − x)| ≤ (|β|+ α)z.

Тогда по теореме 12.3.2 из [47] заключаем, что yn является главным решением
уравнения (2.81). Значит, если gn ∈ Z+, то тогда yn ∈ Z+, т. е. β Qnz ≥ Qn x,
а включение −gn ∈ Z+ влечет включение −yn ∈ Z+.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть βn – наименьшая из постоянных, для которой gn(β) ∈ Z+.
Тогда существует предел

lim
n→∞

βn = β0, |β0| ≤ α. (2.83)

Доказательство. Отметим, что существование наименьшей постоянной βn
следует из принципа Архимеда, который выполнен в любом Kσ-пространстве
[47, c. 94], условия 2) теоремы 1 и неравенств (2.82), откуда также следует,
что |βn| ≤ α, n = 1, 2, . . . . При этом, так как QnQk = Qn, n ≥ k, то

βkQn(w +APk z) ≥ Qn(v +APk x), n ≥ k,

и по лемме 1, с учетом βk Pk,nz ≥ Pk,n x, получаем при n ≥ k:

βkQn(w +APn z) = βkQn(w +APk z) + βkQnAPk,nz ≥

≥ Qn(v +APk x) +QnAPk,nx = Qn(v +APn x),

т. е. βk ≥ βn. Из невозрастания последовательности чисел βn и оценки |βn| ≤
α следует утверждение (2.83).

Лемма доказана.

Лемма 3. Если для некоторого элемента y ∈ Z+ ∩ Zz выполнено условие

Qn(APn y − w −APn z) 6∈ Z+,

то тогда
(b/a)2 Qn(w + aPn z)−QnAPn y ∈ Z+.

Доказательство. Пусть

u = Qn(APn − w −APn z)

и u = u+ − u− – разложение элемента u на его положительную и отрицатель-
ную части [47, c. 65], а P – оператор проектирования на главную компоненту,
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порожденную элементом u−. Тогда, в силу условия леммы, имеем

P QnAPn y < PQn(w +APn z).

При этом P Qn = P и по условию 1) теоремы 1 получаем

af(Pn y)P w ≤ P APn y < [1 + b f(Pn z)]P w.

Так как w – единица в Z, то P w > 0 и из предыдущего неравенства следует
неравенство

f(Pn y) < a−1(1 + b f(P z)).

Тогда, снова используя условие 1), получаем

QnAPn y ≤ b f(Pn y)Qn w < (b/a) [1 + b f(Pnz)]Qn w ≤

≤ (b/a)Qn[w + (b/a)APn z] ≤ (b/a)2 Qn(w +APn z).

Лемма доказана.

Лемма 4. Для любого числа ε > 0 существует такой номер n, что

gn(β0 + ε) ∈ Z+, −gn(β0 − ε) ∈ Z+,

т. е.

(β0 − ε)Qn(w +APn z) ≤ Qn(v +APn x) ≤ (β0 + ε)Qn(w +APn z).

Доказательство. Справедливость включения gn(β0 + ε) ∈ Z+ при достаточ-
но больших n следует из леммы 2 и определения чисел βn. Докажем, что и
−gn(β0 − ε) ∈ Z+ при достаточно больших номерах n. Пусть n фиксировано,
тогда для любого вещественного γ > 0, согласно определению βn, имеем

(βn − γ)Qn(w +AP − n z)−Qn(v +APn x) 6∈ Z+. (2.84)

Так как для любого k, k < n:

Qn(v +APn x) = Qn(v +APk x) + βkQnAPk,n z +QnAPk,n(x− βk z) ≤

≤ βkQn(w +APn z) +Qn aPk,n(x− βk z),
то из (2.84) следует, что

QnAPk,n(βk z − x)− (βk − βn + γ)Qn(w +APn z) 6∈ Z+.

Тогда по лемме 3 получаем

(b/a)2(βk − βn + γ)Qn(w +APn z) ≥ QnAPk,n(βk z − x). (2.85)
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Поскольку число γ > 0 является любым, то в силу принципа Архимеда
неравенство (2.85) справедливо и при γ = 0. Тогда из (2.76) при γ = 0, с
учетом (2.82) и условия 1) имеем для любого числа δ > 0:

Qn(v +APn x) ≥ −αQn(w +APk z) + δ(af(Pn z)− bf(Pk z))Qn w+

+ (βk − δ)QnAPk,n z + (b/a)2(βn − βk)Qn(w +APn z). (2.86)

Теперь, по данному ε > 0 положим δ = ε/2 и выберем номер N таким образом,
чтобы (см. лемму 2)

(a/a)2|βk − βn| ≤ δ, ∀ k, n ≥ N,

и b f(Pk z) ≥ 1, для всех k ≥ N (условие 1) ). Затем зафиксируем некоторое
k ≥ N и выберем n > k таким образом, чтобы выполнялось неравенство

δaf(Pk z) ≥ b(2β0 + 2α+ δ) f(Pkz),

что возможно в силу условия 1). Тогда из (2.86), с учетом неравенства βk ≥ β0,
следует, что

Qn(v +APn x) ≥ −αQn(w +APk z)− δQn(w +APn z)+

+2b f(Pk z)(β0 + α)Qn w + (βk − δ)QnAPk,n z ≥
≥ −δQn(w +APn z) + β0 Qn w + β0 QnAPk,n z + (βk − δ)QnAPk,n z ≥

≥ β0Qn(w +APn z)− δQn(w +APn z +APk,n z) ≥ (β0 − ε)Qn(w +APn z).

Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Утверждение теоремы очевидным образом сле-

дует из лемм 1 и 4, причем постоянная c равна постоянной β0 из утверждения
леммы 2.

2.3.3 В этом пункте приведем приложение теоремы 1 к интегральному
уравнению, рассматриваемому в пространстве L∞.

Пусть (G,Σ, µ) – пространство с полной σ-конечной мерой µ:

G = ∪∞k=1 Gk, Gk ⊂ Gk+1, µ(Gk) <∞, µ(G) =∞.

В вещественном функциональном K-пространстве L∞ = L∞(G,Σ, µ) [125,
c. 376] рассматривается интегральный оператор A:

(Az)(s) =

∫
G
A(s, t) z(t) dµ(t),

где A(s, t) – неотрицательная ν = µ×µ-измеримая функция на G×G, причем
предполагается, что Az ∈ L∞ для любой функции z ∈ L∞.
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Теорема 2. Пусть для некоторых функций z(s), w(s) из L∞, таких что
z(s) > 0, w(s) > 0 для µ-почти всех s ∈ Σ, выполняется соотношение (2.76).
Предположим, что найдутся такие постоянные a > 0, b > 0, что

aw(s) ≤ A(s, t) ≤ bw(s), ν − п. в. (s, t) ∈ (G \ Gk)× Gk, k = 1, 2, . . . ,

и пусть ∫
G
z(t) dµ(t) =∞.

Тогда, если x = x(s) ∈ L∞ – главное решение уравнения (2.77), с правой ча-
стью

v = v(s) ∈ L∞, |v(s)| ≤ αw(s), µ− п. в.,

то найдется такая постоянная a0 с оценкой |a0| ≤ α, что справедливо неравен-
ство

vrai sup
s∈G\Gk

∣∣∣∣x(s)

z(s)
− a0

∣∣∣∣ → 0, k →∞. (2.87)

Доказательство. Для применения теоремы 1 в качестве компонент Zk в K-
пространстве Z = L∞ возьмем компоненты, порожденные характеристически-
ми функциями µ-измеримых множеств Gk. Тогда пространство

Z0 = {y(t) ∈ L∞ : ∃ k, что y(t) = 0, µ− п. в. t ∈ G \ Gk}

и условие 1) теоремы 1 будет выполняться с функционалом

f(y) =

∫
G
y(s)dµ(s).

При этом условие w(s) > 0, µ − п. в. обеспечивает выполнение условия 2)
теоремы 1 [47, c. 84].

Таким образом, по теореме 1 существует такая постоянная a0 с оценкой
|a0| ≤ α, что для любого ε > 0 найдется номер n, для которого

|x(s)− a0 z(s)| ≤ ε z(s), µ− п. в. s ∈ G \ Gn,

откуда, так как z(s) > 0 для µ− п. в. s ∈ G, следует утверждение (2.87).
Теорема доказана.
Приведем пример на использование теоремы 2. В [92, гл. 8, § 1] рассмотре-

на следующая система интегроалгебраических уравнений относительно веще-
ственных неизвестных yn (n = 1, 2, . . .) и x(s) (s ≥ 0):

yn =
4α3

n

π

∫ ∞
0

x(s)

(s2 + α2
n)2

ds+ fn, n = 1, 2, . . . ,

x(s) =
4s3 sinh2 s

∆(s)

∞∑
n=1

yn
(s2 + α2

n)2
+ g(s), s ≥ 0, (2.88)
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где использованы обозначения α = πn и ∆(s) = sinh s cos s+ s. При этом, на
физическом уровне строгости было получено утверждение, что при выполне-
нии условий

|fn| ≤
c

n
, n = 1, 2, . . . , g(s) ≡ 0

существует ограниченное решение системы (2.88), для которого справедливы
предельные соотношения

lim
n→∞

yn = lim
s→∞

x(s) = a (2.89)

для некоторой постоянной a. Исходя из теоремы 2 можно получить следующий
строго обоснованный результат.

Теорема 3. Пусть g – измеримая на полуоси s > 0 вещественная функция,
удовлетворяющая оценке

|g(s)| ≤ c

s+ 1
для почти всех s > 0.

Предположим, что

fn =
f0

n
+ o(n−1), n→∞.

Тогда система уравнений (2.88) имеет единственное ограниченное решение
{yn}∞n=1, x(s) (s ≥ 0). При этом существует такая постоянная a, что

lim
n→∞

yn = a, lim
s0→∞

vrai sup
s≥s0

|x(s)− a| = 0.

В частности, если g является непрерывной при s > 0 функцией, то функция
x(s) также является непрерывной и справедливы соотношения (2.89).

Доказательство. Пусть T = R+ ∪ N (теоретико-множественное объедине-
ние), где R+ = (0,∞), а N – множество натуральных чисел. Меру µ на T
определим как меру, которая совпадает на R+ с мерой Лебега, а на N являет-
ся дискретной мерой, причем µ(n) = 1 для любого n ∈ N.

При этом систему уравнений (2.88) можно записать в виде интегрального
уравнения (2.77) с ядром

A(s, τ) =



4

π

(πs)3

[t2 + (πs)2 ]2
, (τ, s) ∈ R+ ×N,

4s3

[s2 + (πτ)2 ]2
ψ(s), (τ, s) ∈ N× R+,

0, при остальных (s, τ) ∈ T × T,

(2.90)

где введено обозначение

ψ(s) =
sinh2 s

sinh s cosh s+ s
.
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Пусть α ∈ (0, 1] – фиксированное число, положим функцию Z(s), s ∈ T :

Z(s) = ψ α(s), s ∈ R+, Z(s) = 1, s ∈ N.

Отметим, что ∫
T

Z(s) dµ(s) =∞,

т. е. выполнено условие 3) теоремы 2.
Положим функции

w(s) = Z(s)− (AZ)(s),

w0(s) = w(s), s ∈ R+, wn = w(n), n ∈ N,

имеем

wn = 1− 4α3
n

π

∫ ∞
0

ψ α(s)

(s2 + α2
n)2

ds =
4α3

n

π

∫ ∞
0

1− ψα(s)

(s2 + α2
n)2

ds,

w0(s) = ψα(s)− ψ(s)

∞∑
n=1

4s3

(α2
n + s2)2

= ψα(s) +
2

s
ψ(s)− 1.

Для функции 1− ψα(s), s > 0, имеем следующие оценки:

1− ψα(s) ≥ α(1− tanh s) ≥ αe−2s,

1− ψα(s) ≤ 1− ψ(s) ≤ s+ e−s sin s

s+ sinh s cosh s
≤ 2

cosh s
≤ 4e−s.

Из этих оценок получаем неравенства

wn ≥
4α

π

∫ ∞
0

e−2αnt dt

(t2 + 1)2
≥

≥ α

6π

∫ ∞
0

e−(2n+1)t dt ≥ α

24παn
, n = 1, 2, . . . , (2.91)

wn ≤
16

π

∫ ∞
0

e−αnt dt =
16

παn
, n = 1, 2, . . . , (2.92)

и
w0(s) =

2

s
+ O(e−s), s→∞. (2.93)

Кроме того, имеем соотношение

w0(s) =
sα

2
+ O(1), s→ 0. (2.94)

Покажем, что справедливо неравенство

w0(s) > 0, s > 0. (2.95)
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В самом деле, так как ψ(s) ≤ 1, α ≤ 1, то

w0(s) ≥ 2

s
ψ(s) + ψ(s)− 1 ≥ 2 sinh2 s− s2 − se−s sinh s

s(sinh s cosh s+ s)
,

откуда и из неравенств

sinh s > s, e−s < 1, s > 0,

вытекает (2.95).
В силу оценок (2.93)–(2.95) найдутся такие постоянные β2 > β1 > 0, для

которых

β2
sα

1 + s1+α
≥ w0(s) ≥ β1

sα

1 + s1+α
, s ≥ 0. (2.96)

Положим для натурального k множество

Tk = [0, k] ∪ {1, 2, . . . , k} ⊂ T,

тогда
T = ∪∞k=1Tk, µ(Tk) = 2k <∞.

Для проверки выполнения условия 1) теоремы 2 для этой последовательности
множеств Tk, исходя из (2.93) и (2.90), необходимо показать, что что для
некоторых постоянных L ≥ l > 0 выполняются неравенства

l

s
≤ A(s, τ) ≤ L

s
, s ≥ τ, s ≥ 1.

Эти неравенства эквивалентны неравенствам

l

s
≤ s3

(s2 + τ2)2
≤ L

s
, s ≥ τ, s ≥ 1,

которые очевидным образом справедливы с постоянными l = 1/4 и L = 1.
Таким образом, для того, чтобы применить теорему 2 к системе (2.88),

осталось проверить, что эта система при fn ≡ 0, g(s) ≡ 0 имеет лишь три-
виальное ограниченное решение. Для установления этого факта используем
прием из работы [25], посвященной вопросам единственности решений беско-
нечных систем линейных алгебраических уравнений.

Пусть {yn}∞n=1, x(s) – ограниченное решение однородной системы уравне-
ний (2.88). Тогда из (2.88) следует, что функция x(s)/s2 является непрерывной
при s ≥ 0, причем

x(s)

s2
→ 0, s→∞, yn

α2
n

→ 0, n→∞.
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Следовательно, найдутся такие числа n0 ∈ N, s0 ∈ R+, для которых

m := sup
n≥1

|yn|
α2
n

=
|yn0 |
α2
n0

, M := sup
s≥0

|x(s)|
s2

=
|x(s0)|
s2

0

.

Тогда из системы уравнений (2.88) получаем неравенства

0 ≤ m ≤ 4Mαn0

π

∫ ∞
0

s2 ds

(s+ α2
n0

)2
= M,

M ≤ 4ms0 sinh2 s0

(sinh s0 cosh s0 + s0)

∞∑
n=1

α2
n

(α2
n + s2

0)2
=

=

(
1− 2s0

sinh s0 cosh s0 + s0

)
M,

откуда вытекает, что M = 0 и, значит, x(s) ≡ 0, yn ≡ 0.
Теорема доказана.

2.4 Бесконечная система линейных алгебраических уравнений
в задаче теории потенциала

2.4.1 Пусть неограниченная область G трехмерного пространства
y = (y1, y2, y3) ∈ R3 образована пересечением внешностей двух сфер

S1 = {y : y2
1 + y2

2 + (y3 − b)2 = d2},

S2 = {y : y2
1 + y2

2 + (y3 + b)2 = d2},
b > d > 0,

одинакового радиуса d. Пусть (rj , θj , φj), j = 1, 2 – сферические координаты,
связанные со сферой Sj :

y1 = rj sin θj cosφj , y2 = rj sin θj sinφj ,

y3 = (−1)j+1b+ rj sin θj cosφj , j = 1, 2.

В области G рассмотрим осесимметричную, нечетную по переменной y3,
граничную задачу Дирихле для однородного уравнения Лапласа

∆u(y), y ∈ G, u(∞) = 0, (2.97)

u|r1=d = f(cos θ1), u|r2=d = −f(− cos θ2). (2.98)

Такая задача возникает при расчете электростатического поля в пространстве,
содержащем два сферических проводника, и может быть решена в явном виде
в биполярных координатах (см. [155, § 8.13]). Другой подход к построению
решения граничной задачи (2.97), (2.98), основанный на методе суперпозиции,
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дает следующее представление для искомого решения:

u=

∞∑
n=0

xn

{
(−1)n

(
d

r1

)n+1

Pn(cos θ1)−
(
d

r2

)n+1

Pn(cos θ2)

}
, (2.99)

где Pn(·) – полиномы Лежандра, а xn, n = 1, 2, . . . – ограниченная после-
довательность неизвестных коэффициентов. При этом функция u из (2.99)
является гармонической в G, стремится к нулю на бесконечности и удовлетво-
ряет условию нечетности по переменной y3. Таким образом, для нахождения
коэффициентов xn достаточно удовлетворить граничному условию из (2.98)
на сфере S1. Используя формулу переразложения [50]

Pn(cos θ2)

rn+1
2

=

∞∑
k=1

(−1)k(n+ k)!

n! k!
· r

k
1Pk(cos θ1)

(2b)n+k+1
,

получаем для u в окрестности сферы S1 следующее представление:

u =

∞∑
k=0

{
xk

(
d

r1

)k+1

−
∞∑
n=0

xn
(n+ k)! rn1

n! k! (2b)n+k+1

}
(−1)kPk(cos θ1).

Тогда, удовлетворение граничному условию на S1, вместе с соотношениями
ортогональности∫ π

0

Pn(cos θ)Pk(cos θ) sin θ dθ =
δnk

n+ 1/2
, n, k = 0, 1, . . . ,

приводит к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений

xk −
∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k! νn+k+1
xn = fk, k = 0, 1, . . . , (2.100)

где
fk = (−1)k(k + 1/2)×

×
∫ π

0

f(cos θ)Pk(cos θ) sin θ dθ, k = 0, 1, . . . , ν =
2b

d
> 2.

В этом параграфе через l∞ обозначаем банахово пространство ограничен-
ных последовательностей {xk}∞k=0 с нормой

‖x‖∞ = sup
k=0,1,...

|xk|.

Кроме того, далее считаем, что все встречающиеся последовательности за-
нумерованы значениями индекса от нуля до бесконечности, а в выражении
{xk}∞k=0 будем опускать индексы и писать {xk}.
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Равенства
∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k! νn+k+1
=

1

(ν − 1)k+1
, k = 0, 1, 2, . . . (2.101)

показывают [126, c. 29-38] (см. также [51]), что для любой последовательности
f = {fk}∞k=0 ∈ l∞ система уравнений (2.100) допускает единственное ограни-
ченное решение x = {xk}∞k=0 ∈ l∞, причем это решение дается рядом Неймана

xk =

∞∑
m=0

xm,k, xm+1,k =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k! νn+k+1
xm,n,

x0,k = fk, k = 0, 1, . . .

(2.102)

и справедливы оценки

‖x‖∞ ≤
ν − 1

ν − 2
‖f‖∞,

|xk| ≤ |fk|+
1

(ν − 1)k(ν − 2)
‖f‖∞, k = 0, 1, . . . . (2.103)

Введем в рассмотрение в пространстве l∞ линейные ограниченные функ-
ционалы Ak и оператор A :

Akx = yk, k = 0, 1, . . . , Ax = y,

yk =

∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k!
αn+k+1xn, x = {xk}, y = {yk}. (2.104)

Для индекса j = 0, 1, . . . обозначим через x(j) = {xk(j)}∞k=0 решение системы
уравнений (2.100) из пространства l∞ в случае правой части fk = δkj , k =

= 0, 1, . . . :
xk(m)−Ak{xn(m)} = δkm, k = 0, 1, . . . .

Для решения x(0) = {xk(0)} можно, используя равенства (2.102), записать
выражения

xk(0) = δk0 + (1− β2)βk
∞∑
n=1

(1− β 2n)k βn

(1− β 2n+2)k+1
, k = 0, 1, . . . , (2.105)

где число
β =

(
ν −

√
ν2 − 4

)
/2 ∈ (0, 1).

В общем случае правой части f ∈ l∞ системы уравнений (2.100) формулы
(2.102) представляют собой достаточно сложные выражения. Тем не менее,
как показано далее, существуют рекуррентные соотношения для решений x(j)

системы уравнений (2.100), так что для нахождения x(j) при j ≥ 1 достаточно
знать решение x(0), определенное согласно (2.105).
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2.4.2 Введем в рассмотрение дробно-линейное преобразование комплекс-
ной плоскости

Tz :=
1

ν − z , z ∈ C.

Отметим, что точки β и

1

β
=

ν +
√
ν 2 − 4

/2 ∈ (1,∞)

являются неподвижными точками преобразования T : Tβ = β, Tβ−1 = β−1.
Согласно (2.103) справедливы оценки

|xk(j)| ≤ cj
(ν − 1)k

, k = 0, 1, . . . ,

поэтому корректно определены аналитические в круге |z| < ν − 1 ∈ (1,∞)

функции

Φj(z) =

∞∑
n=0

xn(j)zn, j = 0, 1, . . . . (2.106)

Лемма 1. Функция Φj(z) продолжается мероморфным образом в область
V0 = sC \ {β−1} расширенной комплексной плоскости sC и удовлетворяет в V0

функциональному уравнению

Φj(z) = Φj(Tz)Tz + zj . (2.107)

При этом Φj(z) имеет в V0 полюс порядка j в точке z =∞ и полюсы порядка
j + 1 в точках

zk =
1− β2k+2

β(1− β2k)
, k = 1, 2, . . . . (2.108)

Доказательство. Пусть γ – единичная окружность |z| = 1, ориентированная
против часовой стрелки, тогда из определения (2.106) получаем для xk(j)

выражения

xk(j) =
1

2πi

∫
γ

Φj(z)

zk+1
dz, k = 0, 1, 2, . . . . (2.109)

Подстановка (2.109) в систему уравнений (2.100), с учетом равенств (2.101),
приводит к соотношению

Φj(λ) =
1

2πi

∞∑
k=0

λk
∫
γ

Φj(z) z
k

(νz − 1)k+1
dz + λj , |λ| ≤ 1. (2.110)
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При этом окружность γ1 = Tγ лежит внутри γ и, используя теорему Коши о
вычетах, получаем

∞∑
k=0

λk
∫
γ

Φj(z) z
k

(νz − 1)k+1
dz =

=

∫
γ

Φj(z)

(νz − λz − 1)
dz =

2πi

ν − λ Φj

(
1

ν − λ

)
, |λ| ≤ 1.

Отсюда и из равенства (2.110) заключаем, что функция Φj(z) удовлетворяет
соотношению (2.107) при |z| ≤ 1.

Пусть G – разрывная в области V = sC \ ({β} ∪ {β−1} группа дробно-
линейных преобразований, порожденная преобразованием T (см. [21, c. 76]).
При этом область F , ограниченная окружностями γ и γ1:

F = {z : |z| < 1} ∩ {z : |(ν2 − 1)z − ν| > 1},

является фундаментальной областью группы преобразований G (см. [21,
c. 84]). Тогда, так как замыкание sF области F лежит в круге |z| < ν − 1,
где функция Φj(z) является аналитической по своему определению, то про-
должение Φj(z) согласно соотношению (2.107), справедливому при |z| ≤ 1,
приводит к соотношению (2.107), справедливому уже при z ∈ V0. Это показы-
вает, что Φj(z) является мероморфной функцией в V0. При этом, Φj(z) имеет
полюс порядка j в точке z =∞ и полюсы порядка j+ 1 в точках zk = T−k∞,
k = 1, 2, . . . , для которых, с учетом равенства

T−1z = ν − z−1,

нетрудно получить выражения (2.108).
Лемма доказана.
Пусть функция

R(z) = (z − β)(z − 1/β) ≡ z2 − νz + 1.

По последовательности функций Φj(z), j = 0, 1, . . . введем в рассмотрение
функции

Nm(z) = Φm(z) +
1

z

m∑
j=0

(−1)jCjm ν
m−j Φj(z

−1),

Km(z) = zNm(z) +R(z)N
′
m(z), m = 0, 1, . . . , (2.111)

где биномиальные коэффициенты Cjm = m!/[j! (m − j)!]. Из леммы 1 выте-
кает, что Nm(z), Km(z) являются мероморфными функциями в области V0 с
полюсами в точках z = 0,∞ и z±1

k 6∈ sF , k = 1, 2, . . . .

Лемма 2. Справедливы соотношения

Nm(z) = Nm(Tz)Tz, Km(z) = Km(Tz)Tz, z ∈ V. (2.112)
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Доказательство. Используя (2.107) и соотношение T ((Tz)−1) = z−1, имеем

Φj((Tz)
−1) = Φj(T (Tz)−1))T (Tz)−1 + (Tz)−j = z−1Φj(z

−1) + (ν − z)j ,

тогда, учитывая равенства

Φj(Tz)Tz = Φj(z)− zj ,
m∑
j=0

(−1)j Cjm ν
m−j(ν − z)j = zm,

получаем
Nm(Tz)Tz =

= Φm(z)− zm +

m∑
j=0

(−1)j Cjm ν
m−j [z−1Φj(z

−1) + (ν − z)j ] = Nm(z),

т. е. первое из соотношений (2.112). Из этого соотношения и следующего из
него после дифференцирования равенства

N
′
m(z) = (Tz)2[Nm(Tz) +N

′
m(Tz)Tz]

имеем следующее выражение для Km(z):

Km(z) = zNm(Tz)Tz +R(z)(Tz)2(Nm(Tz) +N
′
m(Tz)Tz) =

= [z +R(z)Tz]Nm(Tz) +R(z)(Tz)3N
′
m(Tz),

откуда и из легко проверяемых равенств

z +R(z)Tz = Tz, R(Tz) = R(z)(Tz)2, z ∈ C,

получаем второе из соотношений (2.112). Лемма доказана.
Для дальнейшего получения рекуррентных формул, связывающих между

собой решения x(j), важное значение, наряду с леммами 1, 2, имеет следующее
простое утверждение.

Предложение 1. Пусть мероморфная в области V функция M(z) удовле-
творяет соотношению

M(z) = M(Tz)Tz. (2.113)

Предположим, что M(z) не имеет полюсов при z ∈ sF \ {0} и справедлива
оценка на бесконечности

M(z) = O(z−1), z →∞. (2.114)

Тогда M(z) ≡ 0.
Доказательство. Из соотношения (2.113) при z → 0, оценки (2.114) и вклю-

чения 0 ∈ V следует, что функция M(z) не имеет особенности в точке z = 0.
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Далее, мероморфная в V функция

S(z) = R(z)M2(z), (2.115)

согласно (2.113) и соотношению R(Tz) = R(z)(Tz)2, удовлетворяет соотноше-
нию

S(z) = S(Tz), z ∈ V.
Таким образом, функция S(z) является автоморфной функцией относительно
группы преобразований G и не имеет полюсов при z ∈ sF . Отсюда заключаем
(см. [110, c. 388]), что S(z) ≡ const, что вместе с (2.115) дает равенство
S(z) ≡ 0. Значит, и функция M(z) тождественно равна нулю.

Предложение доказано.

Теорема 1. Справедливы равенства

mNm(z) = Km−1(z) + ν(m− 1)Nm−1(z)− (m− 1)Nm−2(z), z ∈ V,

где индекс m = 1, 2, . . . и принято соглашение, что N−1(z) ≡ 0.
Доказательство. При фиксированном m введем в рассмотрение функцию

M(z) = mNm(z)−Km−1(z)− ν(m− 1)Nm−1(z) + (m− 1)Nm−2(z).

Для доказательства теоремы следует установить, что M(z) ≡ 0.
Прежде всего, из лемм 1 и 2 следует, что M(z) мероморфна в области V,

не имеет полюсов при z ∈ sF \ {0} и удовлетворяет функциональному соотно-
шению (2.113). Далее, из уравнения (2.107) имеем при n = 0, 1, . . . :

dn

dzn

(
Φj(z)− zj +

Φj(0)

z

)
= O(z−(n+2)), z →∞,

поэтому, согласно определению (2.111), получаем

dn

dzn

(
Nm(z)− zm − cm

z

)
= O(z−(n+2)), z →∞, (2.116)

где n = 0, 1, . . . и постоянная

cm = −Φm(0) +

m∑
j=0

(−1)jc jm ν
m−j Φj(0).

Из (2.116) и (2.111) заключаем, что функция Km(z) имеет на бесконечности
асимптотику

Km(z) = z[zm + cmz
−1 + O(z−2)]+

+(z2 − νz + 1)[mzm−1 − cmz−2 + O(z−3)] =

= (m+ 1) zm+1 − ν mzm +mzm−1 + O(z−1), z →∞. (2.117)
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Тогда на основании асимптотических равенств (2.116), (2.117) получаем, что
для функции M(z) выполняется условие (2.114) и, значит, что по предложе-
нию 1 функция M(z) ≡ 0.

Теорема доказана.
Теорема 1 позволяет рекуррентным образом определить через функцию

N0(z) и ее производные все остальные функции Nm(z) при m = 1, 2, . . . . Это
обстоятельство, в свою очередь, дает возможность утверждать, что для нахож-
дения решения x(j) системы (2.100) с индексом j ≥ 1 достаточно определить
решение x(0). А именно, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Решения x(j) системы уравнений (2.100) связаны между собой
следующими рекуррентными соотношениями:

mxk(m) =

= k xk−1(m− 1) + ν(m− k − 1)xk(m− 1) + (k + 1)xk+1(m− 1)−
− (m− 1)xk(m− 2), m = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . , (2.118)

где принято соглашение, что xk(−1) = 0, x−1(j) = 0.
Доказательство. Из формул (2.109), (2.111) получаем следующие выраже-

ния для xk(j):

xk(j) =
1

2πi

∫
γ

Nj(z)

xk+1
dz, j k = 0, 1, . . . . (2.119)

Кроме того, из теоремы 1 и формул (2.111) получаем

mNm(z) = zNm−1(z) +R(z)N
′
m−1(z)+

+ν(m− 1)Nm−1(z)− (m− 1)Nm−2(z),

откуда, учитывая определение функции R(z), после интегрирования по частям
имеем при m = 1, 2, . . . и k = 0, 1, . . . :

m

∫
γ

Nm(z)

zk+1
dz = k

∫
γ

Nm−1(z)

zk
dz + ν(m− k − 1)

∫
γ

Nm−1(z)

zk+1
dz−

− (m− 1)

∫
γ

Nm−2(z)

zk+1
dz + (k + 1)

∫
γ

Nm−1(z)

zk+2
dz. (2.120)

Из (2.120) и (2.119) очевидным образом следуют рекуррентные формулы
(2.119).

Теорема доказана.

2.4.3 Преобразуем выражения (2.105) к интегральному виду, удобному
для исследования асимптотики решения xk(0) при k →∞. Введем в рассмот-
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рение постоянные a0, a и функцию V (t):

a0 = −1− β2

4 lnβ
, a = − π

lnβ
, V (t) =

t ia + 1

t ia − 1
. (2.121)

Предложение 2. Решение {xk(0)} системы уравнений (2.98) с правой ча-
стью fk = δk0 имеет вид

xk(0) = a0β
k

∫ µ+i∞

µ−i∞
V (t)

(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1
dt, k = 0, 1, . . . , (2.122)

где δ – произвольное число из интервала (β2, 1) и выбрана ветвь корня t1/2,
соответствующая значению (1)1/2 = 1.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что выражения
для xk(0) из (2.122) совпадают с выражениями (2.105). Функция V (t) имеет
простые полюсы в точках t = β−2n, n = 0, 1, . . . и ограничена при Re t ≥ δ вне
кружков |t− β−2n| < ε, ε > 0, n = 0, 1, . . . . Тогда, по теореме Коши, имеем∫ µ+i∞

µ−i∞
V (t)

(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1
dt =

= −2πi

∞∑
n=0

Res t=β−2n

{
V (t) coth(iat)

(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1

}
. (2.123)

С помощью непосредственного подсчета получаем следующие выражения для
вычетов:

Res t=1

{
V (t)

(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1

}
=

2i

a(1− β2)
δk0,

Res t=β−2n

{
V (t)

(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1

}
=

2iβn

a

(1− β2n)k

(1− β2n+2)k+1
, (2.124)

n = 1, 2, . . . .

Из (2.123), (2.124) и (2.105), с учетом обозначений (2.121), получаем утвер-
ждение (2.122). Предложение доказано.

Далее понадобится следующая простая лемма.
Лемма 3. Пусть a, l, q – положительные постоянные, а bn – последователь-

ность комплексных чисел с оценками

|bn| ≤ c nl exp (−πan/2), n = 1, 2, . . . .

Тогда для последовательности

sk(q)=

∞∑
n=1

bn

{
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + q − ian)
− kian−q

}
, k = 1, 2, . . . (2.125)
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выполняется оценка

|sk(q)| = O
(
k−(q+1)

)
, k →∞. (2.126)

Доказательство. Согласно формуле Стирлинга [155, c. 24] имеем равномер-
ную по n = 1, 2, . . . асимптотику

Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + q − ian)
= exp [ω(k, n)](1 + O(k−1)), k →∞, (2.127)

где показатель
ω(k, n) =

= −ian+ q + (k + 1/2) ln(k + 1)− (k + 1/2 + q − ian) ln(k + 1 + q − ian),

причем

| exp [ω(k, n)]| ≤ c (k + 1)k+1/2

[(an)2 + (k + 1 + q)2](k+1/2+q)/2
×

× exp

(
an arctg

an

k + 1 + q

)
. (2.128)

В частности, из (2.127), (2.128) получаем при n ≥ k ≥ l+ 3/2 и любом m ≥ 0

оценки
Γ(k + 1)

|Γ(k + 1 + q − ian)| ≤ c n
−(l+2)kl+2−q(a2 + 1)−k/2×

× exp (πan/2) ≤ cmn−(l+2)k−m exp (πan/2).

Тогда ∣∣∣∣∣
∞∑
n=k

bn

{
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + q − ian)
− kian−q

}∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∑
n=1

nl exp (−πan/2)

{
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + q − ian)
+

1

kq

}
≤

≤ cmk−m
∞∑
n=1

1

n2
+ c k−q

∞∑
n=k

nl exp (−πan/2) ≤

≤ cmk−m, k ≥ l + 3/2. (2.129)

Далее, из (2.128) при n ≤ k имеем оценку

|exp[ω(k, n)]| ≤ c k−q exp(san),

k = 1, 2, . . . , s = arctg a > π/2,
(2.130)
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и, следовательно,

k∑
n=1

|bn|
∣∣∣∣ Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + q − ian)
− exp [ω(k, n)]

∣∣∣∣ ≤
≤ ck−(q+1)

∞∑
n=1

nl exp [−(π/2− s)an] ≤ ck−(q+1), k = 1, 2, . . . . (2.131)

Таким образом, на основании определения (2.125) и оценок (2.129), (2.131)
заключаем, что для доказательства соотношения (2.126) достаточно устано-
вить, что для положительной последовательности

Rk =

k∑
n=1

nl exp (−πan/2)
∣∣∣k−ian+q exp [ω(k, n)]− 1

∣∣∣ , k = 1, 2, . . .

выполняется соотношение

Rk = O(k−1), k →∞. (2.132)

Используя простую оценку

|1− exp (z)| ≤ |z| exp |Re z|, z ∈ C,

получаем

Rk ≤ kq
k∑
n=1

nl exp (−πan/2) |ω(k, n) + (q − ian) ln k| exp [ω(k, n)]. (2.133)

При этом, используя оценки

| ln(1 + z)| ≤ |z|, | ln(1 + z)− z| ≤ 3

2
|z|2, Re z ≥ 0,

получаем

|ω(k, n) + (q − ian) ln k| ≤ |q − ian|| ln(1 + (1 + q − ian)k−1|+

+|q − ian|
∣∣∣∣1− k + 1/2

k + 1

∣∣∣∣+ (k + 1/2)

∣∣∣∣ln(1 +
q − ian
k + 1

)
− q − ian

k + 1

∣∣∣∣ ≤
≤ c(n+ 1)2k−1, k, n = 1, 2, . . . .

Тогда из (2.133), с учетом неравенства (2.130), имеем оценку (2.132):

Rk ≤
c

k

k∑
n=1

nl(n+ 1)2 exp [−(π/2− s)an] ≤ c

k
, k = 1, 2, . . . .

Лемма доказана.



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

96 СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕТОДА СУПЕРПОЗИЦИИ

Теорема 3. Для решения {xk(0)}∞k=0 справедлива асимптотика

xk(0) =
(1− β2)1/2βk

| lnβ|k1/2

{√
π

2
+

+Re

∞∑
n=1

(1− β2)ianΓ(1/2− ian) kian + O(k−1)

}
, k →∞. (2.134)

Доказательство. При k ≥ 1 из равенств (2.122) имеем выражения

xk(0) = 2a0β
k Re x̃k, x̃k =

∫ 1+i∞

1

V (t)
(1− t)k

t1/2(β2 − t)k+1
dt. (2.135)

Далее, при t ∈ (1, 1 + i∞) справедливо разложение в ряд

1 + t ia

1− t ia = 1 + 2

∞∑
n=1

t ian. (2.136)

При этом, в силу неравенства

∞∑
n=1

|tian| ≤ exp (−a arctan s)

1− exp (− arctan s)
≤ s+ 1

as
, t = 1 + is, s > 0,

на основании теоремы Фубини [119, c. 33] получаем из (2.135) и (2.136) соот-
ношение

x̃k = J0,k + 2
∞∑
n=1

Jn,k,

Jn,k =

∫ 1+i∞

1

t ian−1/2 (t− 1)k

(t− β2)k+1
dt.

(2.137)

Далее, для Jn,k имеем представление

Jn,k = J
(0)
n,k + β2(ian− 1/2)J

(1)
n,k + J

(2)
n,k, (2.138)

где

J
(j)
n,k =

∫ 1+i∞

1

(t− β2)ian−j−k−3/2(t− 1)kdt, j = 0, 1,

J
(2)
n,k =

∫ 1+i∞

1

{
t ian−1/2 − (t− β2)ian−1/2−

−β2(ian− 1/2)(t− β2)ian−3/2
} (t− 1)k

(t− β2)k+1
dt.
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При этом, на основании теоремы Коши и [19, c. 24], имеем для J(j)
n,k, j = 0, 1

выражения

J
(j)
n,k =

∫ ∞
1

(t− β2)−(k+3/2+j−ian)(t− 1)k dt =

=

∫ 1

0

x−1/2+j−ian(1− x)k(1− β2x)−(k+3/2+j−ian) dx =

= (1− β2)−(1/2+j−ian) Γ(1/2 + j − ian)Γ(k + 1)

Γ(k + 3/2 + j − ian)
.

Рассмотрим вопрос об оценках для J(2)
n,k. Отметим, что для функции

gn(t) = t ian−1/2 − (t− β2)ian−1/2 − β2(ian− 1/2)(t− β2)ian−3/2

и ее производных при t ∈ (1, 1 + i∞) справедливы оценки∣∣∣∣djgn(t)

dtj

∣∣∣∣ ≤ cj(n+ 1)j+2|t|−(j+5/2) exp (−an arctg Im t), j = 0, 1, . . . .

Тогда, используя представление

d

dt

(
t− 1

t− β2

)k+1

=
(1− β2)(k + 1)

(t− β2)2

(
t− 1

t− β2

)k
, k = 0, 1, . . . ,

дважды интегрируя по частям, получаем для J(2)
n,k равенство

J
(2)
n,k =

(1− β2)−2

(k + 1)(k + 2)

∫ 1+i∞

1

{
g(2)
n (t)(t− β2)2+

+4g
′
n(t− β2) + 2gn(t)

} (t− 1)k+2

(t− β2)k+1
dt

и соответствующую оценку

|J(2)
n,k| ≤ c

(n+ 1)4

k2

∫ 1+i∞

1

{
|t|−3/2

∣∣∣∣ t− 1

t− β2

∣∣∣∣k+1

×

× exp (−an Im t (Im t+ 1)−1)

}
|dt|.

Учитывая здесь неравенство |t − 1| ≤ |t − β2|, t ∈ [1, 1 + i∞), получаем при
k ≥ 5 оценку

|J(2)
n,k| ≤ c

(n+ 1)4

k2

∫ ∞
0

(
s

s+ 1

)5

(s+ 1)−3/2 exp [−abs(s+ 1)−1] ds =
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= c
(n+ 1)4

k2

∫ 1

0

x6(1− x)−1/2 exp (−anx) dx ≤ c

(n+ 1)2k2
, (2.139)

с постоянной c > 0, не зависящей от n и k.
Таким образом, на основании (2.137)–(2.139) получаем для последователь-

ности x̃k выражение

x̃k =
Γ(k + 1)

(1− β2)1/2

{
Γ(1/2)

Γ(k + 3/2)
+ 2

∞∑
n=1

(1− β2)ian
Γ(1/2− ian)

Γ + 3/2− in

}
+

+
Γ(k + 1)

(1− β2)3/2

{
Γ(3/2)

Γ(k + 5/2)
+

+2

∞∑
n=1

(1− β2)ian
Γ(3/2− ian)

Γ + 5/2− in

}
+ O(k−3/2), k →∞.

Тогда использование леммы 3 с q = 1/2 и q = 3/2 приводит к соотношению

x̃k =
1

(1− β2)1/2k1/2

{
Γ(1/2) + 2

∞∑
n=1

(1− β2)ianΓ(1/2− ian)kian
}

+

+ O(k−3/2), k →∞. (2.140)

Утверждение (2.134) вытекает из (2.135), (2.140) с учетом известного равен-
ства Γ(1/2) =

√
π.

Теорема доказана.

2.4.4 В статье [69] была рассмотрена более общая система алгебраических
уравнений

xk − δ
∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k! νn+k+1
xn = fk, k = 0, 1, 2, . . . , (2.141)

где параметры δ ∈ [−1, 1], δ 6= 0, и ν > 2. В частности, такая система для
значения δ = −1 возникает при замене граничных условий (2.98) на “четные”
по переменной y3 условия u|r1=d = f(cos θ1), u|r2=d = f(− cos θ2).

При этом, для любой ограниченной последовательности f = {fk}∞k=0 ∈ l∞
система уравнений (2.141) имеет единственное решение x = {xk}∞k=0 ∈ l∞ и
это решение представляется рядом Неймана

xk =

∞∑
j=0

x
(j)
k , x

(j+1)
k =

= δ

∞∑
n=0

(n+ k)!

n! k!
αn+k+1x(j)

n , x
(0)
k = fk, k = 0, 1, . . . . (2.142)
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Непосредственным образом проверяется, что для любого δ ∈ [−1, 1], δ 6= 0, ре-
шения x(j) ∈ l∞ системы уравнений (2.141), соответствующие правым частям
fk = δkj , связаны между собой рекуррентными соотношениями (2.127).

Поскольку в п. 2.4.1 утверждение (2.105) было приведено без доказатель-
ства, то здесь для полноты изложения приведем вывод соответствующих фор-
мул для системы уравнений (2.141).

Лемма 5. Решение x(0) = {xk(0)} ∈ l∞ системы уравнений (2.141) имеет
вид

xk(0) = δk 0+

+ (1− β2)βk
∞∑
n=1

(1− β2n)k

(1− β2n+2)k+1
(δβ)n, k = 0, 1, . . . . (2.143)

Доказательство. Используя равенства (2.101) и обозначения (2.104), имеем
следующие выражения для первых двух слагаемых {x(j)

k (0)} ряда Неймана
(2.142), представляющего решение x(0) :

x
(0)
k (0)=δk 0, x

(1)
k (0)=δAk{δn 0}=δ/ν k+1, k = 0, 1, . . . . (2.144)

Далее заметим, что если последовательность {x(j)
n } ∈ l∞ имеет вид x

(j)
n =

= cjz
n+1
j с некоторыми постоянными cj и zj ∈ (−1, 1), то на основании (2.101),

можно получить равенства

x
(j+1)
k =: Ak{cjzn+1

j } = δcjzj(Tzj)
k+1, k = 0, 1, . . . , (2.145)

где, напомним, дробно-линейное преобразование Tz = (ν − z)−1. Тогда вы-
ражения (2.144), (2.144), (2.145) показывают, что решение x(0) = {xk(0)}
можно представить в виде

xk(0) = δk 0 + δαk+1 +

∞∑
n=1

δ n+1α(Tnα)k+1

(
n−1∏
s=0

(T sα)

)
. (2.146)

Рассмотрим числовую последовательность qs+1 = Tqs, s = 0, 1, 2, . . . , q0 =

= ν−1. Так как ν = (β2 + 1)/β, то

q1 =
β

β2 + 1
=
β(1− β2)

1− β4
, q2 =

1

β + β−1 − q1
=
β(1− β4)

(1− β6)
,

а тогда по индукции нетрудно доказать, что

qs =
β(1− β2s)

(1− β2s+2)
, s = 1, 2, . . . ,

n−1∏
s=1

qs =
βn(1− β2)

1− β2n+2
, n ≥ 1.

(2.147)
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Таким образом, согласно (2.146), (2.147) имеем выражения

xk(0) = δk 0 + δqk+1
0 +

∞∑
n=1

δn+1

(
n−1∏
s=1

qs

)
qk+1
j =

= δk 0 + (1− β2)βk
∞∑
n=1

(1− β2n)k

(1− β2n+2)k+1
(δβ)n, k = 0, 1, . . . .

Лемма доказана.
Положим число η = ln |δ|/ lnβ, δ 6= 0 и пусть, как и в п. 2.4.3, число

a = −π/lnβ. Для решения {xk(0)} системы уравнений (2.141), исходя из ра-
венств (2.143) и аналогично доказательству предложения 2, можно получить
формулы

xk(0) = −a0β
k×

×
µ+i∞∫
µ−i∞

1

sinh(iat/2)
· (1− t)k

t(1+η)/2(β2 − t)k+1
dt, δ ∈ [−1, 0), (2.148)

xk(0) = a0β
k

µ+i∞∫
µ−i∞

V (t)
(1− t)k

t(1+η)/2(β2 − t)k+1
dt, δ ∈ (0, 1], (2.149)

где функция V (t) определена согласно (2.122) и k = 0, 1, . . . . Отметим, что
в формулах (2.148), (2.149) при k ≥ 1 значение µ можно брать из интервала
(β2, β−2), в частности, допускается значение µ = 1.

Относительно асимптотического поведения решений системы (2.141) при
k →∞, справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Решение {xk(0)} системы уравнений (2.141) для значения па-
раметра δ ∈ [−1, 0) допускает асимптотическое представление при k →∞ :

xk(0) = − (1− β2)1/2−η/2

lnβ
· βk

k1/2+η/2
×

×

{
∞∑
n=1

Re
[
Γ(1/2 + η/2− ia(n− 1/2))((1− β2)k)ia(n−1/2)

]
+

+ O(k−1)

}
.

В случае δ ∈ (0, 1] асимптотическая формула для решения xk(0) при k →∞
имеет вид

xk(0) = − (1− β2)1/2−η/2

lnβ
· βk

k1/2+η/2

{
Γ(1/2 + η/2)

2
+
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+

∞∑
n=1

Re
[
Γ(1/2 + η/2− ian)((1− β2)k)ian

]
+ O(k−1)

}
.

Доказательство этой теоремы вполне аналогично доказательству теоре-
мы 3 и основано на использовании равенств (2.148), (2.149).

2.4.5 В данном пункте исследуется вопрос об асимптотическом поведении
ограниченного решения системы уравнений (2.100) при ν → 2. В случае δ = 1,
т. е. для задачи о расчете электростатического поля в пространстве, содер-
жащем два сферических проводника одинакового радиуса d, центры которых
расположены на расстоянии 2b, величина ν = 2b/d и соотношение ν → 2 озна-
чает, что проводящие сферы неограниченно сближаются. Отметим, что при
ν → 2 значение параметра β = (ν −

√
ν2 − 4)/2→ 1.

Если значение δ ∈ (−1, 1), то исходя из равенств

lim
β→1

(1− β2)
(1− β2n)k

(1− β2n+2)k+1
=

1

(n+ 1)

(
n

n+ 1

)k
,

непосредственно из (2.143) получаем при β → 1 выражения

lim
ν→2

xk(0) = δk 0 +

∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)k
δn

n+ 1
, k = 0, 1, 2, . . . . (2.150)

При этом сходимость является равномерной по k и предельная последователь-
ность представляет собой решение системы (2.141) для правой части fk = δk 0

и соответствующего значения параметра δ ∈ (−1, 1). При значении δ = −1 ре-
зультат (2.150) остается в силе, однако требует специального доказательства.

Теорема 5. Для значения параметра δ = −1 решение x(0) = x(0; ν) систе-
мы уравнений (2.141) имеет покоординатный предел при ν → 2 :

lim
ν→2

xk(0) = δk 0 +

∞∑
n=1

(
n

n+ 1

)k
(−1)n

n+ 1
, k = 0, 1, 2, . . . .

Доказательство. Рассмотрим интегральное представление (2.148) реше-
ния x(0) системы уравнений (2.141) в случае δ = −1. Возьмем значение
µ = β ∈ (β2, 1), и сделаем в (2.148) замену переменной интегрирования

t =
ln z

ζ
=

ln(β2 + s2)1/2 + i arg(β + is)

ζ
, ζ = − lnβ, s ∈ R, (2.151)
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так что lims→±∞ |t(s)| =∞. Тогда получаем

xk(0)/(a0β
k) = Gk(β),

Gk(β) = ζ

∫
γ

(1− eζt)k

(e−2ζ − eζt)k+1

eζt/2

sinh(πit/2)
dt.

(2.152)

При этом контур γ симметрично расположен относительно действительной
оси, которую пересекает в единственной точке t = −1, и находится в полупо-
лосе Re t ≥ −1, |Im t| < π/(2ζ). Подынтегральная функция в (2.152) является
мероморфной и имеет полюсы в точках t = 2k, k = 0,±1, . . . и в точках
t = −2 + 2πin/ζ, n = 0,±1, . . . .

Таким образом, используя лемму Жордана [110], можем деформировать
контур γ, не изменяя значение интеграла Gk(β), к оси Re t = −1. Тогда,
полагая t = −1 + is, получаем после простых преобразований

Gk(β) = −ζ
∫ ∞
−∞

(e ζ − e iζs)k

(e−ζ − e iζs)k+1

e ζ(1+is)/2

cosh(πs/2)
ds. (2.153)

В формуле (2.153) можно уже перейти к пределу по ζ → 0, если использо-
вать соотношение

lim
ζ→0

ζ(e ζ − e iζs)k

(e−ζ − e iζs)k+1
=

i

(s− i)

(
s+ i

s− i

)k
. (2.154)

Тогда справедливо равенство

lim
β→1

Gk(β) = lim
ζ→0

Gk(β) = −i
∫ ∞
−∞

(s+ i)k

(s− i)k+1

ds

cosh(πs/2)
. (2.155)

Для завершения доказательства теоремы достаточно использовать в интегра-
ле (2.155) формулу Коши о вычетах, замыкая действительную ось через ниж-
нюю полуплоскость и беря вычеты в точках s = i(1−2n), n = 1, 2, . . . . Кроме
того, возвращаясь к выражениям (2.152), следует учесть соотношение

lim
β→1

a0 = − lim
β→1

(1− β2)

4 lnβ
= 1/2.

Теорема доказана.
В случае δ = 1 имеем результат иного характера, а именно, справедливо

следующее утверждение.
Теорема 6. Для решений x(0) = x(0; ν) системы уравнений (2.100) спра-

ведливы асимптотические формулы

xk(0) = − ln ε+ O(1), ε = 1− β → 0, k = 0, 1, . . . .



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 2.4 Задача теории потенциала 103

Доказательство. Используя равенства (2.122), запишем xk(0) в виде

xk(0) = 2a0β
kRe {G1,k(β) +G2,k(β)} , β ∈ (0, 1), (2.156)

где интегралы

G1,k(β) =

∫ β+i∞

β

z1/2(1− z)k

(β2 − z)k+1
[1 + coth(iξ/2 ln z)] dz,

G2,k(β) = −
∫ β+i∞

β

z1/2(1− z)k

(β2 − z)k+1
dz.

Преобразуем интеграл Gk,1(β), а именно, сделаем замену переменной
(2.151). Тогда получаем выражение

G1,k(β) =

= ζ

∫
γ+

(1− exp (ζt))k

(exp (−2ζ)− exp (ζt))k+1
[1 + coth(πit/2)] exp (ζt/2)dt,

где γ+ является частью контура γ, которая расположена в полуплоскости
Im t ≥ 0 и начинается в точке t = −1. Деформируя контур γ до полуоси
Re t = −1, Im t ≥ 0 и полагая t = −1 + is, s ≥ 0, получаем

G1,k(β) = iζ

∫ ∞
−∞

 (exp(ζ)− exp (iζs)) k

(exp (−ζ)− exp (iζs)) k+1
×

×[1− tanh(πs/2)] exp [ζ(1 + is)/2]

 ds,

а переходя здесь к пределу ζ → 0 и используя соотношение

lim
ζ→0

ζ[exp(ζ)− exp (iζs)]k

[exp (−ζ)− exp (iζs)]k+1
=

i

(s− i)

(
s+ i

s− i

)k
,

заключаем, что
lim
β→1

G1, k(β) = lim
ζ→0

G1, k(β) =

= −
∫ ∞

0

(s+ i) k

(s− i) k+1
[1− tanh(πs/2)] ds. (2.157)

Рассмотрим интеграл G2, k(β). Здесь сделаем замену переменной

t =
z − β
z − β2

, z =
β(1− βt)

1− t .
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При этом полуось z = β+is, s ≥ 0 преобразуется в дугу окружности, лежащую
в нижней полуплоскости и соединяющую точки t = 0 и t = 1. Деформируя эту
дугу в отрезок t ∈ [0, 1], получаем выражение

G2, k(β) =
(1 + β) k

β k+1/2

∫ 1

0

(t− 1/(β + 1)) k√
(1− t)(1− βt)

dt.

Тогда, используя асимптотику полного эллиптического интеграла первого рода
[22]

K( k) =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

= − ln(1− k2)1/2 + O(1), k → 1,

получаем соотношение

G2, k(β) =
1

β1/2

∫ 1

0

dt√
(1− t)(1− βt)

+ O(1) =
2

β1/2
K(β1/2) + O(1) =

= − ln ε+ O(1), ε = 1− β → 0.

Отсюда и из (2.156), (2.157) получаем утверждение теоремы.

2.5 Асимптотическое поведение некоторых рядов, зависящих от
параметра

2.5.1 Во многих задачах математической физики возникает необходи-
мость в исследовании асимптотического поведения рядов интегралов, завися-
щих от параметра. В данном параграфе рассматривается вопрос об асимпто-
тическом при α→∞ поведении рядов

S (+)(α; ν) =

∞∑
k=1

1

k ν(k + α)
, α > 0, (2.158)

S (−)(α; ν) =

∞∑
k=1

1

k ν(k − α)
, α > 0, α 6= k, (2.159)

где ν > 0 – фиксированное число. В частности, ряды вида (2.158), (2.159)
возникают при исследовании плоской смешанной задачи теории упругости для
угла раствора φ ∈ [π, 2π] (см. [438]).

В данном параграфе показано, что функции S (±)(α; ν) при α → ∞ до-
пускают явные асимптотические разложения в ряды по степеням α (в случае
целого ν присутствует также логарифмический множитель в одном из слага-
емых), коэффициенты которых определяются значениями дзета-функции Ри-
мана ζ(z) в последовательности точек ν −m, где m = 0, 1, . . . , m 6= ν.
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Следует отметить, что асимптотические свойства функции S (+)(α; ν)

достаточно легко поддаются изучению на основании использования тех-
ники интегрального преобразования Меллина (см. далее п. 2), и глав-
ная цель дальнейших рассмотрений состоит в получении асимптотическо-
го разложения для функции S (−)(α; ν) при α → ∞, α ∈ Σ0, где область
Σ0 = {α > 0 : α 6= k, ∀k ∈ N}. Отметим, что в [398] исследовано асимптоти-
ческое поведение ряда

∞∑
k=1, k 6=m

1

k ν(k2 −m2)
, m ∈ N, m→∞.

Основные идеи получения требуемых асимптотических разложений для
S (−)(α; ν) заключаются в следующем. Прежде всего равенство

S (−)(α; ν) = −S (+)(α; ν) + 2S0(α; ν), α ∈ Σε, (2.160)

где ряд

S0(α; ν) =

∞∑
k=1

k1−ν

k2 − α2
, α ∈ Σε, (2.161)

позволяет свести исследование функции S (−)(α; ν) к исследованию S (+)(α; ν)

и S0(α; ν). При этом, как уже отмечалось, для изучения асимптотических
свойств функции S (+)(α; ν) используется преобразование Меллина. Кроме то-
го, сумму S0(α; ν) на основании теоремы Коши удается заменить удобным для
исследования интегральным представлением, если параметр ν ∈ (0, 1), а при
ν = 1 функция S0(α; 1) допускает явное выражение ( [207], с. 685):

S0(α; 1) =
∞∑
k=1

1

k2 − α2
=

1

2α2
− π cot(πα)

2α
, α ∈ Σ0. (2.162)

Тогда общий случай ν > 0 сводится к случаю ν ∈ (0, 1] на основании рекур-
рентных формул

αS0(α; ν + 1) = S0(α; ν)− S (+)(α; ν), α ∈ Σ0, (2.163)

вытекающих из (2.160) и очевидных рекуррентных соотношений

αS (+)(α; ν + 1) =

= α

∞∑
k=1

{
1

k ν+1(k + α)
− 1

αk ν + 1

}
+

∞∑
k=1

1

k ν + 1
=

= ζ(ν + 1)− S (+)(α; ν), α > 0, (2.164)
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αS (−)(α; ν + 1) = α

∞∑
k=1

{ 1

k ν+1(k + α)
+

1

αk ν+1
} −

∞∑
k=1

1

k ν+1
=

= −ζ(ν + 1) + S (−)(α; ν), α ∈ Σε, (2.165)

где дзета-функция

ζ(z) =

∞∑
k=1

1

k z
, Re z > 1.

Напомним понятие асимптотического разложения (см. [191, гл. 1, § 10]).
Пусть Σ – заданное множество точек полуоси (0,∞), имеющее в качестве
предельной точки бесконечность. Предположим, что φn(α), n = 1, 2, . . . – по-
следовательность функций, определенных при α ∈ Σ и таких, что для любого
n выполняется соотношение

φn+1(α) = o(φn(α)), α→∞, α ∈ Σ.

Тогда последовательность {φn(α)} называется асимптотической, и если при
любом натуральном N справедливо соотношение

f(α)−
N∑
n=1

anφn(α) = O(φN+1(α)), α→∞, α ∈ Σ,

то полагают, что формальный ряд
∑

φn(α) представляет собой асимптотиче-
ское разложение функции f(α):

f(α) �
∞∑
n=1

anφn(α), α→∞, α ∈ Σ.

При этом в случае, если разность f(α) − g(α) имеет асимптотическое разло-
жение

∑
φn(α), то будем писать

f(α) � g(α) +

∞∑
n=1

anφn(α), α→∞, α ∈ Σ.

Напомним необходимые для дальнейшего сведения из теории дзета-функ-
ции Римана (см. [191, гл. 2], [271, гл. 13]). Функция ζ(z), Re z > 1, допускает
аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость z ∈ C с единствен-
ным простым полюсом в точке z = 1. При этом, в окрестности точки z = 1

справедливо разложение

ζ(z) =
1

z − 1
+ γ + O(z − 1), z → 1, (2.166)
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где γ = 0, 5772157... – постоянная Эйлера. Из (2.165), в частности, вытекают
соотношения

lim
z→1
{(z − 1)ζ(z)} = 1,

d

dz
{(z − 1)ζ(z)}|z=1 = γ. (2.167)

Кроме того, в любой полосе Re z ∈ [a, b] конечной ширины выполняются оцен-
ки

|ζ(z)| ≤ c(1 + |s|)τ , z = σ + is, |z − 1| ≥ 1 (2.168)

с постоянными c > 0 и τ ≥ 0, зависящими от a, b. Оценки (2.168) необходимы
при обосновании асимптотических разложений рядов S +(α; ν) при α→∞.

Для значений дзета-функции в целых неположительных точках справедли-
вы равенства

ζ(0) = −1

2
, ζ(−2m) = 0,

ζ(1− 2m) = −B2m

2m
, m = 1, 2, . . . , (2.169)

где числа Бернулли определяются равенством

z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn
zn

n!
, |z| < 2π. (2.170)

При этом справедлива формула

B2m = −4(−1)mm

∫ ∞
0

t2m−1 dt

e2πt − 1
, m = 1, 2, . . . .

Как отмечается в [191, гл. 8, § 1], в некоторых работах (в том числе и
в [271]) для чисел Бернулли используется несколько иное обозначение: число
B2m в них обозначается через (−1)m−1Bm. Мы будем придерживаться более
стандартного определения (2.170), а значит, и выражений из (2.165) для зна-
чений ζ(1− 2m), m ∈ N.

2.5.2 Далее удобно ввести обозначение ν0 = ν/2, ν ∈ (0, 1], ν0 = 1, ν > 1.
Для непрерывно дифференцируемой при α ≥ 0 функции S (+)(α; ν) выполня-
ется оценка

S (+)(α; ν) = O(t−ν0), α→∞,
и, следовательно, при любом ν > 0 для преобразования Меллина

Mν(z) :=

∫ ∞
0

S (+)(α; ν)αz−1dα, Re z ∈ (0, ν0)

справедлива формула обращения (см. [256, § 1.5, § 1.29]):

S (+)(α; ν)=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Mν(z)α−z dz, α > 0, σ ∈ (0, ν0). (2.171)
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При этом, используя значение интеграла (см. [256, § 7.7])∫ ∞
0

αz−1

α+ 1
dα =

π

sin(πz)
, Re z ∈ (0, 1),

получаем выражение

Mν(z) =

∞∑
k=1

1

k ν

(∫ ∞
0

αz−1

α+ k
dα

)
=

=
π ζ(1 + ν − z)

sin(πz)
, Re z ∈ (0, ν0).

(2.172)

Тогда из (2.171), (2.172) имеем равенство

S (+)(α; ν)=
1

2i

σ+i∞∫
σ−i∞

ζ(1+ν−z)
sin(πz)

α−zdz, α > 0, σ ∈ (0, ν0). (2.173)

Подынтегральная мероморфная функция в (2.165) имеет в полуплоскости
Re z > 0 простые полюсы в точках z = ν (см. (2.166)) и z = m ∈ N, если ν не
является целым числом. В случае, когда ν = m – натуральное число, особая
точка z = m является полюсом второго порядка. При этом, согласно (2.166),
при ν 6= m ∈ N (случай простых полюсов) получаем следующие выражения
для вычетов:

Resz=ν

(
ζ(1 + ν − z)

sin(πz)
α−z

)
= − 1

sin(πν)αν
, (2.174)

Resz=m

(
ζ(1 + ν − z)

sin(πz)
α−z

)
=

(−1)m ζ(1 + ν −m)

αm
. (2.175)

Если же ν = m ∈ N, то на основании соотношений (2.167), получаем выраже-
ние

Resz=m

(
ζ(1+m−z)

sin(πz)
α−z

)
=

d

dz

(
(z−m)2ζ(1+m−z)

sin(πz)
α−z

)∣∣∣∣
z=m

=

=
am lnα+ bm

αm
, m = 1, 2, . . . , (2.176)

где постоянные

am = −
(

(z −m)2ζ(1 +m− z)
sin(πz)

)∣∣∣∣
z=m

=
(−1)m

π
,

bm =
d

dz

(
(z −m)2ζ(1 +m− z)

sin(πz)

)∣∣∣∣
z=m

=
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=
(−1)m

π

d

dz
[(z−m)ζ(1+m−z)]

∣∣∣∣
z=m

− d

dz

(
z−m

sin(πz)

)∣∣∣∣
z=m

=(−1)m
γ

π
.

Таким образом, если ν не является натуральным числом, то из
(2.172)–(2.175) на основании теоремы Коши о вычетах получаем при любом
конечном значении σ1 ∈ (N,N + 1) с N > ν следующее соотношение:

S (+)(α; ν)−

{
π

sin(πν)αν
−

N∑
m=1

(−1)m
ζ(1 + ν −m)

αm

}
=

=
1

2i

∫ σ1+i∞

σ1−i∞

ζ(1 + ν − z)
sin(πz)

α−z dz = O(α−σ1), α→∞. (2.177)

При этом для обоснования формулы (2.177) используем оценки (2.168) и экс-
поненциальное убывание функции 1/ sin(πz) при |Im z| → ∞. Поскольку в
(2.177) натуральное число N можно взять любым, то соотношения (2.177) по-
казывают, что при не целом ν сумма S (+)(α; ν) допускает асимптотическое
разложение

S (+)(α; ν) � π

sin(πν)αν
+

+
1

α

∞∑
m=0

(−1)m
ζ(ν −m)

αm
, α→∞, ν 6= n. (2.178)

Аналогичным образом, в случае ν = n ∈ N, с учетом (2.176) имеем асимп-
тотическое при α→∞ разложение

S (+)(α;n) � −(−1)n
γ + lnα

αn
+

+
1

α

∞∑
m=0,m6=n−1

(−1)m
ζ(n−m)

αm
. (2.179)

При этом, используя (2.169), асимптотические равенства (2.179) можно запи-
сать в виде

S (+)(α;n) � −(−1)n
γ + lnα

αn
− (−1)n

2αn+1
+

+
1

α

n−2∑
m=0

(−1)m
ζ(n−m)

αm
+

(−1)n

2αn

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, α→∞, (2.180)

где считается, что при n = 1 конечная сумма отсутствует.
Отметим, что формально формулы (2.179) (или (2.180)) можно получить

из (2.178) с помощью перехода к пределу при ν → n, если использовать соот-
ношения (см. (2.167))

lim
ν→n

{
π

sin(πν)αν
− (−1)n

ζ(ν − n+ 1)

αn

}
=
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= −(−1)n
γ + lnα

αn
, n = 1, 2, . . . .

Кроме того, формулы (2.180) для значения n = 1 также следуют из известного
асимптотического равенства для пси-функции

ψ(α) � lnα− 1

2α
− 1

2

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, α→∞, (2.181)

и равенства (см. [271, § 12.16])

ψ(α) = −γ − 1

α
+ αS (+)(α; 1), α 6= 0,−1, . . . .

2.5.3 Рассмотрим вопрос об асимптотике суммы S0(α, ν) когда α → ∞,
α ∈ Σ0. При этом сначала ограничимся случаем ν ∈ (0, 1). На основании опре-
деления (2.161), по теореме Коши имеем

1

2πi

∫ i∞

−i∞

z1−ν cot(πz)

z2 − α2
dz = −cot(πα)

2αν
− 1

π

∞∑
k=1

k1−ν

k2 − α2
, ν ∈ (0, 1),

где считается, что zµ = |z|µeiµψ, ψ = arg z ∈ [−π/2, π/2]. Таким образом, для
суммы S0(α, ν) имеем представление

S0(α; ν) = −π cot(πα)

2αν
+ I(α; ν), α ∈ Σ0, ν ∈ (0, 1), (2.182)

где интеграл

I(α; ν) = − 1

2i

∫ i∞

−i∞

z1−ν cot(πz)

z2 − α2
dz.

Делая в интеграле I(α; ν) замену переменной интегрирования z = is и исполь-
зуя равенства

cot(πis) = −i coth(πs), (is)1−ν = ie−iπν/2 s1−ν ,

(−is)1−ν = −ieiπν/2 s1−ν , s > 0,

получаем для I(α; ν) выражение

I(α; ν) = cos(πν/2)

∫ ∞
0

coth(πs)

sν−1(s2 + α2)
ds. (2.183)

Далее, используя равенство

coth(πs) = 1 + 2e−2πs/(1− e−2πs), s > 0,



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 2.5 Асимптотическое поведение рядов, зависящих от параметра 111

и значение интеграла∫ ∞
0

s1−ν

s2 + α2
ds =

1

2αν

∫ ∞
0

τ−ν/2

τ + 1
dτ =

π

2αν sin(πν/2)
, ν ∈ (0, 1),

получаем ∫ ∞
0

coth(πs)

sν−1(s2 + α2)
ds =

=
π

2αν sin(πν/2)
+ 2

∫ ∞
0

s1−ν e−2πs

(s2 + α2)(1− e−2πs)
ds. (2.184)

Таким образом, из формул (2.182)–(2.184), при α ∈ Σ0 и значении пара-
метра ν ∈ (0, 1) вытекает равенство

S0(α; ν) =
π{− cot(πα) + cot(πν/2)}

2αν
+ 2 cos(πν/2) I0(α; ν), (2.185)

где интеграл

I0(α; ν) =

∫ ∞
0

s1−ν e−2πs

(s2 + α2)(1− e−2πs)
ds.

Рассмотрим вопрос об асимптотическом поведении интеграла I0(α; ν) при
α→∞. Используя простую оценку∣∣∣∣∣ 1

1 + x
−

n−1∑
m=0

(−1)m xm

∣∣∣∣∣ ≤ xn, x ≥ 0, n = 1, 2, . . . ,

очевидным образом получаем неравенство∣∣∣∣∣ 1

s2+α2
− 1

α2

n−1∑
m=0

(−1)m
( s
α

)2m

∣∣∣∣∣≤ 1

α2

( s
α

)2n

, s, α > 0, n = 1, 2, . . . .

Из этого неравенства и из определения функции I0(α; ν) вытекает асимптоти-
ческое равенство

I0(α; ν) � 1

α2

∞∑
m=0

(−1)m

α2m
I0,m(ν), α→∞, (2.186)

где интегралы [271, § 13.12]

I0,m(ν) :=

∫ ∞
0

s2m+1−ν e−2πs

(1− e−2πs)
ds =

1

(2π)2m+2−ν

∫ ∞
0

x2m+1−νe−x

1− e−x dx =

=
Γ(2m+ 2− ν)ζ(2m+ 2− ν)

(2π)2m+2−ν .
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При этом справедливо соотношение [271, § 13.151]

Γ(2m+ 2− ν)ζ(2m+ 2− ν) = −(−1)m
(2π)2m+2−νζ(ν − 2m− 1)

2 cos(πν/2)
,

и, следовательно, согласно (2.186) имеем при α→∞ асимптотическое равен-
ство

I0(α; ν) � − 1

2 cos(πν/2)α2

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
. (2.187)

Таким образом, на основании (2.185), (2.180), получаем для ν ∈ (0, 1) и
при α→∞, α ∈ Σ0 асимптотическое равенство

S0(α; ν) � π{− cot(πα) + cot(πν/2)}
2αν

−

− 1

α2

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
. (2.188)

Используя рекуррентные соотношения (2.163), докажем, что асимптотиче-
ские формулы (2.188) справедливы при всех не целых значениях ν > 0.

Теорема 1. Для любого значения ν > 0, ν 6= 1, 2, . . ., для S0(α; ν), α ∈ Σ0

справедливы асимптотические при α→∞ формулы (2.188).
Доказательство. Для доказательства используем индукцию по k в пред-

ставлении ν = ν0 + k, ν0 ∈ (0, 1). Предположим, что формулы (2.188) спра-
ведливы при ν ∈ (0, k), ν 6= n, для некоторого натурального k. Покажем, что
тогда (2.188) выполняются и при ν ∈ (k, k + 1). Действительно, используя ин-
дуктивное предположение, на основании (2.163), (2.178) имеем

αS0(α; ν + 1) = −S (+)(α; ν) + S0(α; ν) �

� − π

sin(πν)αν
+
π {− cot(πα) + cot(πν/2)}

2αν
−

− 1

α

∞∑
m=0

(−1)m
ζ(ν −m)

αm
− 1

α2

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
.

При этом выполняется равенство

− 2

sin(πν)
+ cot(πν/2) = − tan(πν) = cot(π(ν + 1)/2),

и тогда получаем

αS0(α; ν + 1) � π {− cot(πα) + cot(π(ν + 1)/2)}
2αν

−



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 2.5 Асимптотическое поведение рядов, зависящих от параметра 113

−
∞∑
m=0

ζ(ν − 2m)

α2m+1
+

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m+2
− 1

α2

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
=

=
π {− cot(πα) + cot(π(ν + 1)/2)}

2αν
− 1

α

∞∑
m=0

ζ((ν + 1)− 2m− 1)

α2m
,

т. е. формулы (2.188) верны и при ν ∈ (k, k + 1). Отсюда и из справедливости
асимптотических формул (2.188) при ν ∈ (0, 1) получаем утверждение теоре-
мы. Теорема доказана.

Рассмотрим ряд S0(α;n) при натуральных значениях n. Для суммы
S0(α; 1) имеем явное выражение (2.162). Для n = 2, на основании (2.162),
(2.163), (2.169) и (2.180) для значения n = 1 имеем

αS0(α; 2) = −S (+)(α; 1) + S0(α; 1) �

� −γ + lnα

α
− π cot(πα)

2α
+

1

2α

∞∑
m=1

B2m

mα2m
,

и, значит, при α→∞, α ∈ Σ0 выполняется соотношение

S0(α; 2) � −γ + lnα+ (π/2) cot(πα)

α2
+

1

2α2

∞∑
m=1

B2m

mα2m
. (2.189)

При получении разложения для суммы S0(α;n) в случае целого значения
n удобно использовать рекуррентное соотношение

α2 S0(α; ν + 2) = −ζ(ν + 1) + S0(α; ν), α ∈ Σ0, (2.190)

вытекающее из формул (2.163) и (2.164), что вместе с равенствами (2.162) и
(2.179), позволяет доказать следующее утверждение.

Теорема 2. Для не целых значений α > 0 и n = 0, 1, 2, . . . справедливы
равенства

S0(α; 2n+ 1) = −π cot(πα)

2α2n+1
+

1

2α2n+2
− 1

α2

n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m)

α2m
. (2.191)

При α→∞, α ∈ Σ0, выполняется асимптотическое равенство

S0(α; 2n+ 2) � −γ+lnα+(π/2) cot(πα)

α2n+2
− 1

α2

n−1∑
m=0

ζ(2n−2m+1)

α2m
+

+
1

2α2n+2

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, n = 0, 1, 2, . . . . (2.192)

При n = 0 считаем, что конечные суммы в (2.191), (2.192) отсутствуют.
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Доказательство. Формулы (2.191) вытекают из (2.162) и следующей цепоч-
ки равенств:

S0(α; 2n+ 1) = α−2[−ζ(2n) + S0(α; 2n− 1)] = . . . =

= −
n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m)

α2m+2
+ α−2nS0(α; 1), n = 1, 2, . . . .

Аналогичным образом имеем

S0(α; 2n+ 2) = α−2[−ζ(2n+ 1) + S0(α; 2n)] = . . . =

= −
n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m+ 1)

α2m+2
+ α−2nS0(α; 2), n = 1, 2, . . . ,

откуда и из (2.189) получаем асимптотические формулы (2.192). Теорема до-
казана.

2.5.4 Формулы (2.178), (2.180) и (2.188), (2.191), (2.192) полностью опи-
сывают асимптотическое при α → ∞ поведение рядов S (+)(α; ν) и S0(α; ν).
Тогда соответствующие асимптотические формулы для S (−)(α; ν) получаем
на основании равенства (2.160). При этом для не целого значения параметра
ν имеем при α→∞, α ∈ Σ0 соотношение

S (−)(α; ν) � − π

sin(πν)αν
− 1

α

∞∑
m=0

(−1)m ζ(ν −m)

αm
−

− π[cot(πα)− cot(πν/2)]

αν
− 2

α2

∞∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
. (2.193)

Значит, используя равенства

− 1

sin(πν)
+ cot(πν/2) = cot(πν)

и
2n∑
m=0

(−1)m ζ(ν −m)

αm
+

2

α

n−1∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
=

n∑
m=0

ζ(ν − 2m)

α2m
−

−
n−1∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m+1
+

2

α

n−1∑
m=0

ζ(ν − 2m− 1)

α2m
=

=

n∑
m=0

ζ(ν −m)

αm
, n = 1, 2, . . . ,
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получаем из (2.178) асимптотическое равенство

S (−)(α; ν) � π[cot(πν)− cot(πα)]

αν
− 1

α

∞∑
m=0

ζ(ν −m)

αm
, (2.194)

α→∞, α ∈ Σ0, ν 6= 1, 2, . . . .

Далее, для целых значений ν = 2n+ 1 имеем из (2.160), (2.180) и (2.191)
при α→∞, α ∈ Σ0 и n = 0, 1, . . . соотношение

S (−)(α; 2n+ 1) � −γ + lnα+ π cot(πα)

α2n+1
+

1

2α2n+2
−

− 1

α

2n−1∑
m=0

(−1)m
ζ(2n+ 1−m)

αm
− 2

α2

n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m)

α2m
+

+
1

2α2n+1

∞∑
m=1

B2m

mα2m
.

При этом сумма

2n−1∑
m=0

(−1)m
ζ(2n+ 1−m)

αm
+

2

α

n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m)

α2m
=

2n−1∑
m=0

ζ(2n+ 1−m)

αm
,

и, следовательно,
S (−)(α; 2n+ 1) �

� −γ + lnα+ π cot(πα)

α2n+1
+

1

2α2n+2
− 1

α

2n−1∑
m=0

ζ(2n+ 1−m)

αm
+

+
1

2α2n+1

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, α→∞, α ∈ Σ0. (2.195)

Отметим, что формула (2.195) для значения n = 0 может быть получена из
равенства

ψ(α) = −γ − π cot(πα)− αS (−)(α; 1), α 6= 0, 1, . . . ,

и асимптотического соотношения (2.181).
Аналогичным образом, используя (2.160), (2.180) и (2.192), для четного

значения ν = 2n+ 2 получаем

S (−)(α; 2n+ 2) � −γ + lnα+ π cot(πα)

α2n+2
+

1

2α2n+3
−

− 1

α

2n∑
m=0

(−1)m
ζ(2n+ 2−m)

αm
− 2

α2

n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m+ 1)

α2m
+
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+
1

2α2n+2

∞∑
m=1

B2m

mα2m
.

Здесь конечная сумма

2n∑
m=0

(−1)m
ζ(2n+ 2−m)

αm
+

2

α

n−1∑
m=0

ζ(2n− 2m+ 1)

α2m
=

=

2n∑
m=0

ζ(2n+ 2−m)

αm
,

и, следовательно,
S (−)(α; 2n+ 2) �

� −γ + lnα+ π cot(πα)

α2n+2
+

1

2α2n+3
− 1

α

2n∑
m=0

ζ(2n+ 2−m)

αm
+

+
1

2α2n+2

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, α→∞, α ∈ Σ0. (2.196)

Отметим, что формулы (2.195), (2.196) можно записать в виде одного
соотношения

S (−)(α;n) � − lnα+ γ + π cot(πα)

αn
+

1

2αn+1
−

− 1

α

n−2∑
m=0

ζ(n−m)

αm
+

1

2αn

∞∑
m=1

B2m

mα2m
, α→∞, α ∈ Σ0, (2.197)

где n = 1, 2, . . . и конечная сумма считается отсутствующей при n = 1.
Таким образом, справедлива следующая теорема, представляющая собой

основной результат данного параграфа.
Теорема 3. Для суммы S (−)(α; ν) при α→∞, α ∈ Σε справедливы асимп-

тотические представления (2.194) (при не целом значении ν > 0) и (2.197)
(для ν = 1, 2, . . .).
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ГЛАВА 3

МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ

Бигармоническое уравнение является одним из важнейших уравнений ма-
тематической физики. В частности, к этому уравнению приводят различные
задачи теории упругости [40,196,197] и гидродинамики [154,280,369,376,377].
В § 3.1 и § 3.2 рассматривается плоская задача Дирихле для бигармоническо-
го уравнения в полуполосе и прямоугольнике. Основные результаты этих па-
раграфов состоят в конструктивном построении решений рассмотренных гра-
ничных задач. Нахождение коэффициентов рядов и плотностей интегралов,
представляющих решение граничной задачи, сведено к решению интегроал-
гебраической системы уравнений, для которой устанавливается однозначная
разрешимость и исследуются асимптотические свойства решений. В результа-
те указываются свойства гладкости граничных данных, при которых возможно
построение решения граничной задачи по методу суперпозиции. В этом плане
задача Дирихле для бигармонического уравнения рассмотрена при наиболее
широких предположениях. Отметим, что обзор различных результатов по ис-
следованию эллиптических граничных задач в областях с кусочно-гладкой гра-
ницей, к которым относится как полуполоса так и прямоугольник, имеется
в [138,182].

В § 3.3, на примере задачи Дирихле для бигармонического уравнения, уста-
навливается аналитическая связь между методами суперпозиции и собствен-
ных функций. Идеи и результаты этого параграфа существенным образом ис-
пользуются в главе 5 для исследования сходимости рядов по собственным
функциям, возникающих при рассмотрении построения решений различных
граничных задач по методу собственных функций.

В § 3.4 и § 3.5 рассмотрена задача Дирихле для бигармонического урав-
нения в полуполосе с криволинейным торцом. На основании метода супер-
позиции проведено сведение этой граничной задачи к системе интегральных
уравнений на отрезке и установлена ее однозначная разрешимость.

Основные результаты главы содержатся в публикациях [52,59,73,78,357].
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3.1 Задача Дирихле для бигармонического уравнения в полупо-
лосе

3.1.1 В полуполосе S = {(x, y) : x > 0, |y| < 1} рассматривается задача
Дирихле для однородного бигармонического уравнения

∆2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ S,

u(x,±1) = u
′
y(x,±1) = 0, x > 0, (3.1)

u(0, y) = f(y), u
′
x(0, y) = g(y), |y| < 1.

Для простоты дальнейших выкладок исследуется симметричный случай, т. е.
когда

f(y) = f(−y), g(y) = g(−y), |y| < 1.

Прежде чем перейти к построению и исследованию решения граничной
задачи (3.1) по методу суперпозиции, приведем необходимые в дальнейшем
определения и обозначения. Всюду далее в этом параграфе (в том числе в
формулировках утверждений), если не оговорено противное, на комплексно-
значные функции f , g накладываются условия

f ∈W 1
p = W 1

p [−1, 1], g ∈ Lp = L1
p [−1, 1],

p ∈ (1,∞), f(±1) = 0.
(3.2)

Кроме того, предполагаем выполненным условие∫ 1

−1

g(y)dy = 0, (3.3)

которое не уменьшает общности рассмотрений. По числу p ∈ (1,∞) определим
числа

p
′

= p (p− 1)−1, p 0 = min{p, 2},
и пусть величина (норма)

Nk
p (f, g) = ‖f‖Wk

p
+ ‖g‖

Wk−1
p

, k = 1, 2, . . . .

При построении решения граничной задачи (3.1) по методу суперпозиции
используем разложения в ряды Фурье четных функций f и g:

f(y) = f0 +

∞∑
n=1

fn cos(αny), g(y) =

∞∑
n=1

gn cos(αny), (3.4)
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§ 3.1 Задача Дирихле в полуполосе 119

где последовательность

αn = πn, n = 1, 2, . . . .

В силу условий (3.2) и неравенства Хаусдорфа–Юнга [303, c. 172] имеем
включения

{−αnfn}∞n=1 = {f (1)
n }∞n=1 ∈ lp′0 , {gn}

∞
n=1 ∈ lp′0 , (3.5)

где f (1)
n – коэффициенты Фурье разложения нечетной функции f

′
(y) ∈ Lp по

ортонормированной системе {sin(αny)}∞n=1.

По коэффициентам Фурье (3.4) функций f , g определим мероморфные
функции переменного λ ∈ C:

T0(λ) = −
∞∑
n=1

(−1)n(2α3
nfn + (α2

n − λ2)gn)

(λ2 + α2
n)2 ,

F1(λ) = 4λ3T0(λ)

(3.6)

с полюсами второго порядка в точках ± iαn, n = 1, 2, . . . . Пусть сектор ком-
плексной плоскости

Σε = {λ ∈ C : |Imλ| < εReλ}, ε > 0.

Тогда из (3.5), (3.6) для любого ε > 0 получаем оценки

|T0(λ)| ≤ cεN1
p (f, g)(1 + |λ|)−2+1/p 0 , λ ∈ Σε. (3.7)

Далее систематически будем использовать равенства [207, c. 298, с. 687]∫ ∞
0

sγ+2 ds

(s2 + 1)2
=

π(γ + 1)

4 cos(πγ/2)
, Re γ ∈ (−3, 1), (3.8)

∞∑
n=1

1

(λ2 + α2
n)2

=
1

2λ3

(
sinhλ coshλ+ λ

2 sinh2 λ
− 1

λ

)
, (3.9)

α

π

∫ ∞
−∞

exp (isx) ds

s2 + α2
= exp (−αx), α > 0, x > 0, (3.10)

U(s, y)

sinh2 s
=

2

s
+ 4s3

∞∑
n=1

(−1)n cos(αny)

(s2 + α2
n)2

, |y| ≤ 1, (3.11)

где функция

U(s, y) = (s cosh s+ sinh s) cosh sy − sy sinh s sinh sy. (3.12)
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3.1.2 Согласно общей схеме метода суперпозиции решение граничной за-
дачи (3.1) ищем в виде (промежуточные выкладки, аналогичные [87, § 8], опус-
каем)

u = u1 + u2, (3.13)

u1(x, y) =
1

2π

∫ ∞
0

U(s, y)

s3 sinh2 s
cos(xs)ds, (3.14)

u2(x, y) =

∞∑
n=1

{[
(−1)n+1Xn

2α3
n

+ fn

]
(1 + αnx) + gnx

}
×

× exp (−αnx) cos(αny), (3.15)

с функцией U(s, y), определенной выражением (3.12) и неизвестными X(s) и
Xn. При этом, если, например, выполнены условия

s−4X(s) ∈ L1(R+), {α−3
n Xn}∞n=1 ∈ l1, (3.16)

то четная по переменной y функция u(x, y) бесконечно дифференцируема и
удовлетворяет в S однородному бигармоническому уравнению. Кроме того,
эта функция удовлетворяет условию

u(x, y)→ 0, x→∞, ∀y ∈ (−1, 1)

и (формально) граничным условиям из (3.1) для нормальной производной.
Выполнение граничных условий для значений u на границе полуполосы S, на
основании равенств (3.10), (3.12), приводит к следующей системе линейных
интегроалгебраических уравнений:

X(s)− 4s3 sinh2 s

∆(s)

∞∑
n=1

Xn
(s2 + α2

n)2
= F (s), s > 0, (3.17)

Xn =
4α3

n

π

∫ ∞
0

X(s) ds

(s2 + α2
n)2

ds, n = 1, 2, . . . , (3.18)

1

π

∫ ∞
0

s−4X(s) ds = f0, (3.19)

где функции

∆(s) = sinh s cosh s+ s, F (s) =
sinh s2

∆(s)
F1(s). (3.20)

Система уравнений (3.17), (3.18) очевидным образом сводится к интегрально-
му уравнению относительно функции X(s):

X(s)−
∫ ∞

0

Q(s, t)X(t) dt = F (s), s > 0, (3.21)
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§ 3.1 Задача Дирихле в полуполосе 121

с ядром

Q(s, t) =
16 s3 sinh2 s

π∆(s)

∞∑
n=1

α3
n

(s2 + α2
n)2(t2 + α2

n)2
.

Что касается условий (3.16), (3.19), то далее будет показано (см. лемму 1),
что они автоматически выполняются, если X(s) – решение уравнения (3.21)
из пространства Hσ = L2(R+; t2σ−1), σ ∈ (−2,−1− 1/p 0).

Пусть λk, (k = 1, 2, . . .) – корни функции ∆(λ), расположенные в полуплос-
кости Imλ > 0. Согласно [111] справедливо асимптотическое равенство

λk = (−1)kπk +
i

2
ln k + O(1), k →∞. (3.22)

Из (3.22) следует существование такого ε0 > 0, для которого мероморфная
функция sinh2 λ/∆(λ) не имеет полюсов и является ограниченной в секторе
Σε0 , причем найдется такое δ > 0, что выполняется оценка

|1− sinh2 λ/∆(λ)| ≤ c exp (−δ|λ|), λ ∈ Σε0 . (3.23)

Лемма 1. Пусть X(s) ∈ Hσ, σ ∈ (−2,−1− 1/p 0) – решение интегрально-
го уравнения (3.21) с правой частью, определяемой выражением (3.20). То-
гда функция X(s) продолжается мероморфным образом на всю комплексную
плоскость с полюсами в точках ±λk. При этом для X(s) и последовательности
Xn, определяемой равенствами (3.18), выполняются условия (3.16), (3.19) и
справедлива оценка

|X(λ)| ≤ c
{
‖X‖Hσ +N1

p (f, g)
}
· |λ|4(1 + |λ|)−4−σ, λ ∈ Σε0 , (3.24)

с постоянной c > 0, не зависящей от X(s), и f , g.
Доказательство. Используя неравенство Коши-Буняковского, для последо-

вательности Xn, определяемой по X(s) равенствами (3.18), получаем оценку

|Xn| ≤ c‖X(s)‖Hσ · n
|σ|, n = 1, 2, . . . . (3.25)

Тогда из (3.21) и (3.20) вытекает, что X(s) продолжается мероморфным об-
разом на всю комплексную плоскость согласно выражению

X(λ) =
4λ3 sinh2 λ

∆(λ)
T (λ), T (λ) =

∞∑
n=1

Xn
(λ2 + α2

n)2
+ T0(λ), (3.26)

где функция T0(λ) определена в (3.6). Из (3.26) следует, что полюсами X(λ)

являются точки ±λk. При этом на основании (3.26), (3.25) и (3.7) выводим
оценку (3.24). Условие (3.16) есть простое следствие оценок (3.24), (3.25).
Для доказательства выполнимости равенства (3.19) разделим интегральное
уравнение (3.21) на функцию 2πs3 sinh2 s/∆(s) и проинтегрируем полученное
соотношение по s ∈ (0,∞). Тогда, учитывая определение функции F1(s) (см.
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(3.6)) и равенства (3.8), (3.9), получим

1

π

∫ ∞
0

s−4X(s)ds = −
∞∑
n=1

(−1)nfn = f0.

Лемма доказана.

Таким образом, построение решения граничной задачи (3.1) по методу
суперпозиции приводит к необходимости исследования свойств интегрального
уравнения (3.21) с правой частью из (3.20).

Ядро Q(s, t) можно представить в виде

Q(s, t) = Q0(s, t) +

(
sinh2 s

∆(s)
− 1

)
Q0(s, t),

где “главная” часть

Q0(s, t) =
16s3

π

∞∑
n=1

α3
n

(s2 + α2
n)2(t2 + α2

n)2
=

= t−1
∞∑
n=1

n−1φ 1(sn−1)φ 2(nt−1) (3.27)

и функции

φ 1(λ) =
4πλ3

(λ2 + π2)2
, φ 2(λ) =

4πλ3

(π 2λ2 + 1)2
.

Такое представление ядра Q(s, t) показывает, что при исследовании интеграль-
ного уравнения (3.21) можно использовать результаты § 2.1 Для преобразова-
ний Меллина функций φj :

Φj(γ) :=

∫ ∞
0

φj(s)s
γ−1ds, Re γ ∈ (−3, 1),

согласно (3.8) имеем равенства

Φ1(γ) = πγ+1 (γ + 1)

cosπγ/2
, Φ2(γ) = π−2(γ+1)Φ1(γ),

и, значит, функция

D(γ) := Φ1(γ)Φ2(γ) =
D0(γ)

cos2 πγ/2
,

D0(γ) = cos2 πγ/2− (γ + 1)2, Re γ ∈ (−3, 1). (3.28)
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§ 3.1 Задача Дирихле в полуполосе 123

Важным моментом для дальнейших рассмотрений является то обстоятель-
ство, что найдется такое σ0 ∈ (1, 2), для которого

D(γ) 6= 0, γ 6= 0, Re γ ∈ (−2, σ0) (3.29)

(см. [134]). При этом, если γk, k = 1, 2, . . . – корни функции D(γ) из полуплос-
кости Re γ > 0, то

Re γk → +∞, k →∞.
Так как D(1 + is) – вещественная функция переменного s ∈ R, то из свой-

ства (3.29) функции D(γ) вытекает, что индекс

κσ = − 1

2π

∫ σ+i∞

σ−i∞

D
′
(γ)

D(γ)
dγ = 0, ∀σ ∈ (−2, 0).

Тогда согласно теореме 3 из § 2.2 получаем следующее утверждение.

Теорема 1. Уравнение (3.21) однозначно разрешимо в пространстве Hσ
для любого σ ∈ (−2, 0).

Следствие 1. Пусть σ ∈ (−2,−1− 1/p 0). Тогда для любых f , g уравнение
(3.21) с правой частью из (3.20) имеет единственное решение X(s) ∈ Hσ.

Замечание 1. Если Xj(s) ∈ Hσj , j = 1, 2 – решения уравнения (3.21) с
одной и той же правой частью (3.20), причем σj ∈ (−2,−1− 1/p 0), то из
теоремы 1 и (3.24) следует, что X1(s) = X2(s).

3.1.3 Далее, согласно следствию 1 для краткости под решением урав-
нения (3.21) понимаем функцию X(s) ∈ Hσ при некотором фиксированном
σ ∈ (−2,−1− 1/p0), являющуюся решением интегрального уравнения (3.21)
с правой частью (3.20).

Для исследования свойств решения X(s) согласно § 2.1 требуется рассмот-
реть аналитические свойства преобразования Меллина функции F (s), опреде-
ленной выражениями (3.20) и (3.6). Из оценки (3.7) следует, что определено
преобразование Меллина

G1(γ) =

∫ ∞
0

F1(s)sγ−1dγ, Re γ ∈ (−3,−1− 1/p0).

Далее понадобится следующее простое утверждение (см. также [19, § 1.11]).
Предложение 1. Для любого y ∈ (−1, 1) функции

S(γ, y) =

∞∑
n=1

(−1)nαγn sin(αny),

C(γ, y) =

∞∑
n=1

(−1)nαγn cos(αny), Re γ < −1
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продолжаются аналитическим образом на всю комплексную γ-плоскость, при-
чем для любых µ ≥ 0, δ > 0 верны оценки

|S(γ, y)|+ |C(γ, y)| ≤ cµ,δ · exp [δ|Im γ|(1− |y|)−(1+µ)], Re γ ≤ µ.

Кроме того, при Re γ > −1, |y| < 1 имеют место соотношения

S(γ, y) = −Γ(γ + 1) cos(πγ/2) · (1 + y)γ+1 − (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
+ S1(γ, y),

C(γ, y)− C(γ, 0) = −Γ(γ + 1) sin(πγ/2)×

× (1 + y)γ+1 + (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
+ C1(γ, y), (3.30)

где для любых µ > 0, δ > 0 выполняется оценка

|S1(γ, y)|+ |C1(γ, y)| ≤ cµ,δ · exp (δ|Im γ|), Re γ ∈ (−1 + 1/µ, µ).

Доказательство. Для определенности проведем доказательство для функ-
ции S(γ, y). Согласно теореме Коши имеем интегральное представление

S(γ, y) = − 1

2πi

∫
L(ε,δ)

zγ sin zy

sin z
dz, Re γ < −1, |y| < 1, (3.31)

где zγ = exp (γ ln z), ln 1 = 0 и контур интегрирования

L(ε, δ) = {z : z = ε+ |t| exp (iδ sign t), t ∈ (−∞,∞)},

с произвольными числами ε ∈ (0, π) и δ ∈ (0, π/2). Из (3.31) непосредственно
вытекает аналитичность S(γ, y) при любом y ∈ (−1, 1) и оценка для µ ≥ 0:

|S(γ, y)| ≤ c exp (δ|Im γ|)
∫ ∞

0

(1 + t)µ exp [−(1− |y|)t sin δ]dt ≤

≤ c exp (δ|Im γ|)(1− |y|)−(1+µ), Re γ ≤ µ
с постоянной c > 0, не зависящей от y ∈ (−1, 1). Далее, при Re γ > −1 контур
L(ε, δ) из (3.31) можно преобразовать в контур L(0, δ) и тогда

S(γ, y) =
1

π

∫ i∞

−i∞
zγ(sign Im z) exp [iz(sign Im z)] sin(zy)dz−

− 1

2πi

∫
L(0,δ)

zγ exp [2iz(sign Im z)]
sin(zy)

sin z
dz. (3.32)
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При этом справедливо равенство [207, c. 362]

1

π

∫ i∞

−i∞
zγ(sign Im z) exp [iz(sign Im z)] sin(zy)dz =

= − 2

π
cos(πγ/2)

∫ ∞
0

sγ exp (−s) sinh syds =

= −Γ(γ + 1) cos(πγ/2) · (1 + y)γ+1 − (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1

и верна оценка

|zγ exp [2iz(sign Im z)]| ≤ c|z|Re γ exp (δ|Im γ|)×

× exp (−2|z| sin δ), z ∈ L(0, δ),

откуда и из (3.32) вытекает справедливость утверждения (3.30).
Предложение доказано.

Лемма 2. Функция G1(γ) аналитична в полосе Re γ ∈ (−3,−1 − 1/p),
причем

|G1(γ)| ≤ c exp [−(π/2− δ)|Im γ|], Re γ ∈ [σ1, σ2] (3.33)

для любых δ ∈ (0, π/2) и [σ1, σ1] ⊂ (−3,−1 − 1/p), а при Re γ > −2 справед-
ливо представление

G1(γ) =

= 2Γ(γ + 2)

{
(γ + 1) tg πγ/2

∫ 1

−1

f
′
(y)

(1 + y)γ+1 − (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
dy+

+(γ + 2)

∫ 1

−1

g(y)
(1 + y)γ+1 + (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
dy

}
+G2(γ), (3.34)

где G2(γ) – мероморфная в полуплоскости Re γ > −2 функция с простыми
полюсами в точках γ = 2k−1, k = 1, 2, . . . и оценками вида (3.33) вне кружков
|γ − 2k + 1| ≤ 1.

Доказательство. Учитывая (3.5) и равенство (3.8), получаем при значениях
Re γ ∈ (−3, 2) для функции G1(γ) выражение

G1(γ) =
2π

cosπγ/2

{
(γ + 1)

∫ 1

−1

f
′
(y)S(γ + 1, y) dy−

−(γ + 2)

∫ 1

−1

g(y)C(γ + 1, y) dy

}
. (3.35)

При этом, по неравенству Гельдера выполняется неравенство

‖l(y)(1− |y|)−µ‖L1 ≤ cµ‖l(y)‖Lp , ∀µ < 1/p
′
,
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и тогда, используя предложение 1.1 (условие (3.3) обеспечивает отсутствие
полюса у функции G1(γ) в точке γ = −1), получаем утверждение об анали-
тичности G1(γ) в полосе Re γ ∈ (−3,−1− 1/p) и оценки (3.33) с постоянной
c, зависящей от N1

p (f, g). Тогда представление (3.34) для G1(γ) вытекает из
(3.35) и (3.30), (3.3).

Лемма доказана.

Из (3.33) и [256, c. 64] получаем при p > 2 следующее уточнение оценки
(3.7), примененной к функции F1(λ):

|F1(λ)| ≤ cε,δN1
p (f, g)|λ|3(1 + |λ|)−2+1/p+δ, λ ∈ Σε, ∀δ > 0. (3.36)

Теорема 2. Преобразование Меллина

M(γ) = M [X](γ) =

∫ ∞
0

X(s)sγ−1 ds

решения интегрального уравнения (3.21) является аналитической в полосе
Re γ ∈ (−4,−1− 1/p) функцией, причем для любого µ > 0 выполняется оцен-
ка

|M(γ)| ≤ cµN1
p (f, g) exp (−δ1|Im γ|), Re γ ∈ (−4 + µ,−1− 1/p− µ), (3.37)

с некоторой постоянной δ1 > 0. При Re γ > σ1 справедливо равенство

M(γ) = M0(γ) +M1(γ), (3.38)

где

M0(γ) =
2Γ(γ + 2) cos(πγ/2)

D0(γ)
×

×
{

(γ + 1) sin(πγ/2)

∫ 1

−1

f
′
(y)

(1 + y)γ+1 − (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
dy+

+(γ + 2) cos(πγ/2)

∫ 1

−1

g(y)
(1 + y)γ+1 + (1− y)γ+1

π(1− y2)γ+1
dy

}
+G2(γ),

а M1(γ) – мероморфная в полуплоскости Re γ > σ1 функция с полюсами в
корнях γ0 = 0, γk, k = 1, 2, . . . функции D0(γ) из полуплоскости Re γ ≥ 0 и
оценками

|M1(γ)| ≤ cµN1
p (f, g) exp (−δ1|Im γ|), Re γ ∈ (σ1 + 1/µ, µ).

Доказательство. Из леммы 1 и следствия 1, используя [256, c. 64], по-
лучаем утверждение об аналитичности M(γ) в полосе Re γ ∈ (−4,−1− 1/p0),
вместе с оценками (3.37). Далее, из (3.20), (3.21) получаем, что функция X(s)
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удовлетворяет уравнению (см. (3.27))

X(s)−
∫ ∞

0

Q0(s, t)X(t)dt = F1(s) + F2(s), s > 0,

где функция

F2(s) =

(
1− sinh2 s

∆(s)

)
·
(∫ ∞

0

Q0(s, t)X(t)dt− F1(s)

)
.

При этом, из (3.7), (3.23), (3.24) и [256, c. 64] заключаем, что преобразова-
ние Меллина M [F2](γ) является аналитической при Re γ > −3 функцией с
оценками

|M [F2](γ)| ≤ cµN1
p (f, g) exp (−δ1|Im γ|), Re γ ∈ (−2, µ), ∀µ > 0.

Тогда из рассмотрений § 2 главы 2, леммы 2 и (3.28), (3.29) получаем для
функции M(γ) представление

M(γ)
D0(γ)

cos2 πγ/2
=

πγ(γ + 1)

2πi cosπγ/2
×

×
∫ σ1+i∞

σ1−i∞

π−ξ(ξ + 1)

cosπξ/2
ζ(ξ − γ + 1)M(ξ) +G1(γ) +M [F2](γ),

где Re γ ∈ (σ1,−1− 1/p) и ζ(z) – дзета-функция Римана. Анализ последнего
выражения, вместе с (3.34), и завершает доказательство теоремы.

Непосредственно из доказанной теоремы вытекает следующее утвержде-
ние.

Следствие 2. Для решения X(s) уравнения (3.21) и соответствующей ему
последовательности Xn справедливы представления

X(s) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)s−γdγ, s > 0, σ ∈ (−4,−1− 1/p),

Xn =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

(γ + 1)

cosπγ/2
α−γn dγ,

n = 1, 2, . . . , σ ∈ (−3,−1− 1/p). (3.39)

При этом верны асимптотики

X(s) = O(sσ), s→∞, Xn = O(nσ), n→∞, ∀σ > 1 + 1/p. (3.40)

ПустьX(s) – решение уравнения (3.21) иXn – соответствующая последова-
тельность из (3.18). Тогда, в частности, выполняются условия (3.16) и, значит,
функция u из (3.14) является бесконечно дифференцируемой при (x, y) ∈ S
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и удовлетворяет в полуполосе S однородному бигармоническому уравнению.
Покажем, что u удовлетворяет также граничным условиям из (3.1) на боковых
сторонах полуполосы и на бесконечности.

Используя равенство

U(λ, y) = λ coshλ(1− |y|) + λ(1− |y|) sinhλ sinhλ|y|+ sinhλ coshλy,

получаем оценки для производных∣∣∣∣ dndyn U(λ, y)

∣∣∣∣ ≤
≤ cn(1 + |λ|)n(1 + |λ|(1− |y|) exp[|Reλ|(1− |y|)], |y| ≤ 1,

(3.41)

где n = 1, 2, . . . . Для функции T (λ), определенной согласно (3.26), имеем на
основании (3.7), (3.24) соотношение

T (λ) = o(|λ|−1), λ→∞, λ ∈ Σε0 . (3.42)

Тогда для функции u1 из (3.14), на основании (3.26), (3.41), (3.42) и леммы
Жордана получаем представление

u1(x, y) =
1

π

{∫ iδ

iδ−exp (−iθ)∞
+

∫ iδ+exp (−iθ)∞

iδ

}
T (λ)U(λ, y)

∆(λ)
×

× exp (iλx)dλ, x > 0, |y| < 1, (3.43)

для некоторых значений

δ ∈ (0,min(α1, Imλk)), θ ∈ (0, π/2).

Из (3.41), (3.43), в свою очередь, вытекает бесконечная дифференцируемость
функции u(x, y) при x > 0, |y| ≤ 1, а также, с учетом следствия 1 и (3.24),
оценка

|u(x, y)| ≤ cN1
p (f, g) exp (−δx), x ≥ 1, |y| ≤ 1. (3.44)

Далее, из (3.43), равенств

U(λ, 1) = ∆(λ), U
′
y(λ, 1) = 0, λ ∈ C

и (3.10) получаем равенства

u(x,±1) = u
′
y(x,±1) = 0, x > 0,

т. е. имеем выполнение граничных условий из (3.1) на боковых сторонах полу-
полосы.
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Отметим, что оценка (3.44) на самом деле справедлива с заменой посто-
янной δ ∈ (0,min(α1, Imλk)) на точную постоянную δ = min Imλk.

3.1.4 Рассмотрим вопрос о выполнении граничных условий из (3.1) на
торце полуполосы. Основной результат данного пункта, при установлении ко-
торого важное место занимают соотношения (3.38)–(3.40), заключается в сле-
дующем утверждении.

Теорема 3. Для функции u(x, y), определенной выражениями (3.14), спра-
ведливо соотношение

‖u(x, y)− f(y)‖W1
p

+ ‖u
′
x(x, y)− g(y)‖Lp → 0, x→ 0. (3.45)

Для доказательства (3.45) проведем некоторые предварительные построе-
ния, связанные с преобразованием выражений (3.14). Введем в рассмотрение
функцию

v(x, y) = −f0 +
1

2π

∫ ∞
0

X(s)
U(s, y)

s3 sinh2 s
cos(xs)ds−

− 1

2

∞∑
n=1

(−1)n

α3
n

Xn(1 + αnx) exp (−αnx) cos(αny), x > 0, |y| < 1, (3.46)

так что справедливо равенство (см. (3.14))

u(x, y) = v(x, y) + f0+

+

∞∑
n=1

{fn(1 + αnx) + gnx} exp (−αnx) cos(αny). (3.47)

При x > 0, |y| < 1 имеем равенства (ср. с (3.31))

C(γ;x, y) ≡
∞∑
n=1

(−1)nαγn exp (−αnx) =

=
1

π

∫ ∞
0

sγ cosh sy

sinh s
sin(xs− πγ/2)ds, Re γ > 0. (3.48)

Введем в рассмотрение функцию

R(γ, t) = γt sin t+ (γ + 1) tg(πγ/2)(t cos t− sin t). (3.49)

Лемма 3. Для функции v(x, y) при значениях σ ∈ (−2.− 1− 1/p) справед-
ливо представление

v(x, y) =
1

4π2i

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

{∫ ∞
0

s−γ−3 cosh sy

sinh s
R(γ, xs)ds

}
dγ. (3.50)
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Доказательство. Для простоты выкладок доказательство леммы проведем
в случае выполнения условия f0 = 0. Тогда из уравнения (3.19) получаем, что
M(−3) = 0 и соотношение (3.39) для последовательностиXn справедливо при
всех σ ∈ (−4,−1− 1/p). В этом случае, подставляя в (3.46) равенства (3.39)
для некоторого значения σ ∈ (−4,−3) и используя теорему Фубини, получаем
при x > 0, |y| < 1 равенство

v(x, y) =
1

4π2i

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

{∫ ∞
0

s−γ−3 U(s, y)

sinh2 s
cos(xs) ds−

−π(γ + 1)

cosπγ/2
[C(−γ − 3;x, y) + xC(−γ − 2;x, y)]

}
dγ. (3.51)

При этом, интегрируя по частям, имеем∫ ∞
0

s−γ−3 U(s, y)

sinh2 s
cos(xs) ds =

= −
∫ ∞

0

s−γ−2 cosh chsy

sinh s
[xs sin(xs) + (γ + 1) cos(xs)] ds.

Используя в (3.51) это соотношение и выражение (3.48), получаем равенство
(3.50) для значений σ ∈ (−4,−3). Тогда, так как функцияM(γ)R(γ, t) являет-
ся аналитической в полосе Re γ ∈ (−4,−1− 1/p) и R(γ, t) имеет нуль второго
порядка в точке t = 0, то по теореме Коши (с учетом теоремы 2) заключаем,
что равенство (3.50) имеет место при всех σ ∈ (−2,−1− 1/p).

Лемма доказана.

Используя соотношение

1

sinh s
= 2 exp (−s) +

exp (−2s)

sinh s

и [207, c. 446], получаем при Re γ ∈ (−2,−1), y ∈ (0, 1) выражение∫ ∞
0

s−γ−3 cosh sy sinh s

R
(γ, xs) ds =

= γΓ(−γ − 1)rγ+2
1 (x, y)P0(γ;x(1− y)−1)+

+ P1(γ;x, y), r1(x, y) = [x2 + (1− y)2]1/2, (3.52)

где функция

P0(γ; t) = − t√
1 + t2

sin[(γ + 1) arctan t]+

+γ−1(γ + 1) tanπγ/2×

×
{
t cos[(γ + 1) arctan t]√

1 + t2
− sin[(γ + 2) arctan t]

γ + 2

}
, t > 0,
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и P1(γ;x, y) – бесконечно дифференцируемая по x ≥ 0, y ∈ [0, 1] функция с
оценками

‖P1(γ;x, y)‖Ck[0,1] + ‖∂/∂xP1(γ;x, y)‖Ck[0,1] ≤ ck,µ x|γ|,

справедливыми при Re γ ∈ (−2,−1− µ) и всех µ > 0.

Лемма 4. Справедливо соотношение

‖v(x, y)‖W1
p

+ ‖v
′
x(x, y)‖Lp → 0, x→ 0. (3.53)

Доказательство. В силу четности функции v(x, y) по y и (3.50), (3.52),
(3.38) утверждение (3.53) достаточно доказать для функций

vj(x, y) =

∫ σ+i∞

σ−i∞
Mj(γ)γΓ(−γ − 1)rγ+2

1 (x, y)P0(γ;x(1− y)−1) dγ,

σ ∈ (−2,−1− 1/p).

Из свойств функций M0(γ), M1(γ) (см. теорему 2) и равенств

P0(−1; t) = 0, P0(0; t) =
t2

1 + t2
,

lim
γ→1

(γ − 1)P0(γ, t) = − 4

π

(
t√

1 + t2

)3

получаем при σ2 ∈ (1, σ0) равенства

v0(x, y) = −π
∫ σ−i∞

σ−i∞

γ

D0(γ)

{
(γ + 1)×

×
∫ 1

−1

f
′
(t)

(1 + t)γ+2 − (1− t)γ+2

(1− t2)γ+2
dt+ (γ + 2) cotπγ/2×

×
∫ 1

−1

g
′
(t)

(1 + t)γ+2 + (1− t)γ+2

(1− t2)γ+2
dt

}
rγ+2
1 (x, y)P0(γ;x(1− y))dγ, (3.54)

v1(x, y) = c0x
2 + c1x

3+

+

∫ σ2−i∞

σ2−i∞
M1(γ)γΓ(−γ − 1)rγ+2

1 (x, y)P0(γ;x(1− y))dγ

(см. (3.25)). Тогда из (3.54), оценок∣∣∣∣ ∂k∂tk P0(γ; t)

∣∣∣∣ ≤ c t2−k

(1 + t2)2+k
(1 + |γ|2) exp (π/2|Im γ|), (3.55)

Re γ ≤ 2, |γ − 1| ≥ 1, k = 0, 1,
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с учетом оценок M1(γ) из теоремы 2 и оценки гамма-функции

|Γ(−γ − 1)| ≤ c exp (−π/2|Im γ|), Re γ = σ2

(см. [155, c. 28]), получаем

‖v1(x, y)‖C3[0,1] + ‖∂/∂x v1(x, y)‖C2[0,1] → 0, x→ 0,

т. е., в частности, утверждение (3.53) для функции v1(x, y).
Далее, используя (3.54) и оценки (3.55), нетрудно заключить, что справед-

ливость утверждения (3.53) для функции v0(x, y) эквивалентно тому, что

2∑
j=0

‖Kj(x)l‖Lp [0,1] → 0, x→ 0, l ∈ Lp [0, 1], (3.56)

где интегральные операторы

(Kj(x)l)(y) =

∫ 1

0

Kj(x; y, t)l(t)dt

с ядрами

K0(x; y, t) =

∫ σ+i∞

σ−i∞
K(γ)(x2 + y2)γ/2+1P0(γ;xy−1)t−γ−2dγ, (3.57)

K1(x; y, t) =
∂

∂y
K0(x; y, t), K2(x; y, t) =

∂

∂x
K0(x; y, t),

причем K(γ) – аналитическая в полосе Re γ ∈ (−2,−1) функция с оценками

|K(γ)| ≤ cµ|γ|2 exp (−π|Im γ|), Re γ ∈ (−2 + µ,−1− µ), ∀µ > 0.

Если функция l(t) ∈ C1
0 [0, 1], то интегрируя по частям по t в выражениях

для (Kj(x)l)(y), получаем, с учетом (3.55), (3.57), при значениях x ∈ (0, 1],
σ ∈ (−1− 1/p,−1) :

2∑
j=0

‖Kj(x)l‖Lp [0,1] ≤ c‖l
′
(t)‖Lp [0,1] · x

(∫ 1

0

(x+ y)σpdy

)1/p

≤

≤ cxσ+1+1/p → 0, x→ 0.

Таким образом, для завершения доказательства леммы, в силу плотности
множества C1

0 [0, 1] в пространстве Lp [0, 1] и теоремы Банаха-Штейнгауза,
осталось показать равномерную по x ∈ (0, 1] ограниченность в пространстве
Lp [0, 1] семейства интегральных операторов Kj(x), j = 0, 1, 2. Используя
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§ 3.1 Задача Дирихле в полуполосе 133

(3.55), (3.57), имеем при x ∈ (0, 1], 0 < y, t < 1 оценки ядер

2∑
j=0

|Kj(x; y, t)| ≤ cσ
yσ+1

tσ+2
, σ ∈ (−2,−1). (3.58)

Тогда, выбирая при 0 < t < y в (3.58) значение параметра σ из интервала
(−2,−1 − 1/p), а при 0 < y < t – значение σ из интервала (−1 − 1/p,−1),
получаем на основании [246, c. 318] оценку

2∑
j=0

‖Kj(x)‖Lp [0,1] ≤ c, x ∈ (0, 1].

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 3. В силу (3.47), леммы 4 и (3.5) утверждение
теоремы будет доказано, если установить соотношения

‖f0 +

∞∑
n=1

fn exp (−αn) cos(αny)− f(y)‖W1
p

+

+‖
∞∑
n=1

gn exp (−αn) cos(αny)− g(y)‖Lp → 0, x→ 0,

x‖
∞∑
n=1

f (1)
n αjn exp (−αn) exp (iαny)‖Lp +

+x‖
∞∑
n=1

gnα
j
n exp (−αn) exp (iαny)‖Lp → 0, x→ 0, j = 0, 1.

Отметим, что требуемые соотношения вытекают из (3.2)–(3.4) и свойств ядра
Пуассона: [17, § 60]

Pr(exp (it)) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
, r ∈ [0, 1), |t| < π

и ограниченности в пространстве Lp , 1 < p < ∞ преобразования Гильберта
[48, c. 117].

Теорема доказана.

Сделаем одно замечание, основанное на анализе доказательства леммы 4.
В локальных полярных координатах

x = r1 sin θ, y = 1− r1 sin θ, r1 ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π/2),
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введенных в окрестности угловой точки x = −0, y = 1 полуполосы, имеем
выражение

ψ(γ, θ) := P0(γ;x(1− y)) =

= − sin θ sin((γ + 1)θ) + γ−1(γ + 1) tan(πγ/2)×

×
{

sin θ cos[(γ + 1)θ]− sin[(γ + 2)θ]

γ + 2

}
. (3.59)

Из (3.50), (3.52), (3.54) и теоремы 2 следует, что в окрестности точки x = 0,
y = 1 для функции v(x, y) справедливо представление

v(x, y) =

n−1∑
k=1

bkr
γk+2
1 ψ(γk, θ)+

+ v0(x, y) + w(x, y) + O
(
rRe γN+2
1

)
, (3.60)

r1 → 0, (r1, θ) ∈ V := {r1 ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π/2)},
причем w ∈ C∞( sV ), а функция v0 ∈ C∞(V ) была определена при доказа-
тельстве леммы 4. При этом функции r

γk+2
1 ψ(γk, θ), где γk – корни D0(γ)

с Re γk > 0, являются решениями однородной задачи Дирихле в клине r1 > 0,
θ ∈ (0, π/2). Таким образом, формулы (3.47), (3.54), (3.60) полностью опи-
сывают локальное поведение решения граничной задачи (3.1) в окрестности
угловой точки x = 0, y = 1 (см. также [138]).

3.1.5 Заметим, что условие (3.3) не ограничивает общности расcмотре-
ний, так как это ограничение может быть снято с помощью частного решения
вида u0(x, y) = U(λk, y) exp (iλkx) бигармонического уравнения, удовлетво-
ряющего однородным условиям Дирихле на боковых сторонах полуполосы.
Анализируя и обобщая рассмотрения предыдущих пунктов, можно установить
следующую теорему.

Теорема 4. Пусть для четных функций f , g выполнены условия

f ∈W k
p , g ∈W k−1

p , 1 < p <∞,

для некоторого k = 1, 2, 3, причем

f(±1) = 0, k = 1; f(±1) = f
′
(±1) = g(±1) = 0, k = 2;

f(±1) = f
′
(±1) = g(±1) = g

′
(±1) = 0, k = 3.

Тогда существует бесконечно дифференцируемое при x > 0, |y| ≤ 1 реше-
ние u граничной задачи (3.1), допускающее оценку (3.44) и удовлетворяющее
соотношению

‖u(x, y)− f(y)‖Wk
p

+ ‖u
′
x(x, y)− g(y)‖

Wk−1
p
→ 0, x→ 0.
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Такое решение является единственным, и найдется такая постоянная c > 0, не
зависящая от f , g, что верна оценка

‖u(x, y)‖Wk
p

+ ‖u
′
x(x, y)‖

Wk−1
p
≤ cNk

p (f, g), ∀x > 0. (3.61)

Если для g выполнено условие (3.3), то решение u задается выражением (3.14),
где функция X(s) и последовательность Xn определены согласно следствию
1 и (3.18).

Отметим, что при доказательстве единственности решения используется
оценка (3.61), установленная первоначально для решений вида (3.13)–(3.15),
и прием из работы [407].

3.1.6 Отметим, что ядро интегрального уравнения (3.21) является неот-
рицательным и удовлетворяет условию регулярности

1−
∫ ∞

0

Q(s, t) dt =
2 sinh2 s

s∆(s)
> 0, s > 0,

вытекающему из равенств (3.8) и (3.9). Отсюда, как отмечалось в § 2.2, следу-
ет, что если непрерывная при s ≥ 0 функция F (s) допускает оценку

|F (s)| ≤ cs−1, s ≥ 1, (3.62)

то интегральное уравнение (3.21) имеет непрерывное ограниченное при s ≥ 0

решение X(s), которое представимо рядом Неймана. В случае, когда функ-
ция F (s) имеет вид (3.20) и выполнено (3.62), это решение единственно на
основании утверждения следствия 1.

Можно показать, что для функции F (s) вида (3.20) условие (3.62) выпол-
няется, если f , g удовлетворяют условиям теоремы 4 со значением k = 4,
причем f (3)(1) = 0. Условие (3.62) будет выполнено также, если f , g удо-
влетворяют условиям теоремы 4 с k = 1 при дополнительном требовании
f(y) = g(y) = 0, |y| ∈ (y0, 1] для некоторого y0 ∈ (0, 1). В обоих этих случаях
из (3.39) получаем усиление асимптотических формул (3.40), а именно для
любого σ < σ0 ∈ (1, 2):

X(s) = a+ O(s−σ), s→∞, Xn = a+ O(n−σ), n→∞, (3.63)

где a – некоторая постоянная, а значение σ0 определено согласно (3.26). На
основе утверждения (3.63) можно использовать метод улучшенной редукции
при численном решении системы (3.17), (3.18) [87].

3.1.7 Аналогичным образом на основании метода суперпозиции исследует-
ся и антисимметричная граничная задача (3.1), когда функции f , g являются
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нечетными. Здесь решение u ищем в виде

u(x, y) =
1

2π

∫ ∞
0

X(s)
(cosh s sinh sy − y sinh s cosh sy)

s2 sinh2 s
sin(xs) ds+

+

∞∑
n=1

[
(−1)nXn

2α2
n

x+ (1 + αnx)fn + gnx

]
exp (−αnx) sin(αny),

где разложения

f(y) =

∞∑
n=1

fn sin(αny), g(y) =

∞∑
n=1

gn sin(αny).

При этом функция X(s) должна удовлетворять интегральному уравнению
(3.21) с ядром

Q(s, t) =
16s3 sinh2 s

π(sinh s cosh s− s)

∞∑
n=1

α3
n

(s2 + α2
n)2(t2 + α2

n)2

и правой частью

F (s) =
4s3 sinh2 s

(sinh s cosh s− s)

∞∑
n=1

(−1)nαn[(3α2
n + s2)fn + 2αngn]

(s2 + α2
n)2

.

Для последовательностиXn остаются справедливыми выражения (3.18). Неот-
рицательное ядро Q(s, t) удовлетворяет условию регулярности

1−
∫ ∞

0

Q(s, t)dt =
2(sinh2−s2)

s(sinh s cosh s− s) > 0, s ≥ 0,

а его “главная” часть имеет вид (3.27).

3.2 Бигармоническая задача в прямоугольнике

3.2.1 В прямоугольнике P = {(x, y) : |x| < h, |y| < 1} рассматривается
симметричная по переменным x и y задача Дирихле для однородного бигар-
монического уравнения:

∆2 u(x, y) = 0, (x, y) ∈ P,

u(±h, y) = f(y), u
′
x(±h, y) = ±g(y), |y| < 1, (3.64)

u(x,±1) = 0, u
′
y(x,±1) = 0, |x| < h,

где f(y), g(y) – заданные четные функции и использованы обозначения ux′ =

= ∂u/∂x, uy ′ = ∂u/∂y.
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§ 3.2 Бигармоническая задача в прямоугольнике 137

Приведем построение решения задачи (3.64) по методу суперпозиции. По-
скольку в предыдущем параграфе при таком построении промежуточные вы-
кладки были опущены, то здесь, для полноты изложения, сделаем это более
подробным образом. Согласно общей схеме метода суперпозиции, с учетом
четности искомой функции u по обеим переменным, решение задачи (3.64)
ищем в виде

u(x, y) = A+

∞∑
n=1

(An coshβny + Cny sinhβny) cosβnx+

+

∞∑
n=1

(Bn coshαnx+Dnx sinhαnx) cosαny, (3.65)

где последовательности αn = πn, βn = πn/h, n = 1, 2, . . . . Каждое из
функциональных слагаемых в рядах (3.65) удовлетворяет однородному бигар-
моническому уравнению и, значит, при определенных оценках на последова-
тельности An, Bn, Cn, Dn (обеспечивающих сходимость рядов при (x, y) ∈ P )
функция u является бигармонической в прямоугольнике P . При этом неизвест-
ные последовательности An, Bn, Cn, Dn с необходимыми оценками и число A
должны определяться исходя из выполнения граничных условий задачи (3.64).

Далее будем использовать разложения в ряды Фурье:

f(y) = f0 +

∞∑
n=1

fn cosαny,

g(y) = g0 +

∞∑
n=1

gn cosαny, |y| < 1, (3.66)

так что

f0 =
1

2

∫ 1

−1

f(y)dy, fn =

∫ 1

−1

f(y) cos(αny)dy, n ≥ 1,

gn =

∫ 1

−1

g(y) cos(αny)dy, n ≥ 0.

Формальные выражения для частных производных функции u согласно
(3.65) имеют вид

u
′
x(x, y) = −

∞∑
n=1

βn(An coshβny + Cny sinhβny) sinβnx+

+

∞∑
n=1

[(Bnαn +Dn) sinhαny +Dnx coshαnx] cosαny,

u
′
y(x, y) =

∞∑
n=1

[(Anβn + Cn) sinhβny + Cnβny coshβny] cosβnx−
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−
∞∑
n=1

αn(Bn coshαnx+Dnx sinhαnx) sinαny.

Подставляя значения u(x, y) и ее производных на сторонах прямоугольника
x = h, |y| < 1 и |x| < h, y = 1 в граничные условия из (3.64), получаем
четыре функциональные уравнения:

A+

∞∑
n=1

(−1)n(An coshβny + Cny sinhβny)+

+

∞∑
n=1

(Bn coshαnh+Dnh sinhαnh) cosαny = f(y), |y| < 1, (3.67)

∞∑
n=1

(Bnαn sinhαnh+

+Dn(sinhαnh+ αnh coshαnh)) cosαny = g(y), |y| < 1, (3.68)

A+

∞∑
n=1

(An coshβn + Cn sinhβn) cosβnx+

+

∞∑
n=1

(−1)n(Bn coshαnx+Dnx sinhαnx) = 0, |x| < h, (3.69)

∞∑
n=1

[Anβn sinhβn + Cn(sinhβn+

+ βn coshβn)] cosβnx = 0, |x| < h. (3.70)

Из (3.68), (3.70), приравнивая соответствующие коэффициенты Фурье, с
использованием (3.66) получаем алгебраические соотношения

Bnαn sinhαnh+Dn(sinhαnh+ αnh coshαnh) = gn, n = 1, 2, . . . ,

Anβn sinhβn + Cn(sinhβn + βn coshβn) = 0, n = 1, 2, . . . ,

откуда имеем следующие равенства:

Bn = − sinhαnh+ αnh coshαnh

αn sinhαnh
Dn+

+
gn

αn sinhαnh
, n = 1, 2, . . . , (3.71)

An = − sinhβn + βn coshβn
βn sinhβn

Cn, n = 1, 2, . . . , (3.72)

связывающие между собой коэффициенты Bn, Dn и An, Cn.
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Для алгебраизации функциональных соотношений (3.67) и (3.69) исполь-
зуем разложения в ряды Фурье:

coshβny =
sinhβn
βn

+ 2βn sinhβn

∞∑
k=1

(−1)k cosαky

(α2
k + β2

n)
,

y sinhβny =
coshβn
βn

− sinhβn
β2
n

+

+2βn coshβn

∞∑
k=1

(−1)k cosαky

(α2
k + β2

n)
+

+ 2 sinhβn

∞∑
k=1

(−1)k(α2
k − β2

n) cosαky

(α2
k + β2

n)2
, (3.73)

и

coshαnx =
sinhαnh

αnh
+ 2αn sinhαnh

∞∑
k=1

(−1)k cosβkx

h(β2
k + α2

n)
,

x sinhαnx =
coshαnh

αn
− sinhαnh

α2
nh

+

+2αn coshαnh

∞∑
k=1

(−1)k cosβkx

(β2
k + α2

n)
+

+ 2 sinhαnh

∞∑
k=1

(−1)k(β2
k − α2

n) cosβkx

h(β2
k + α2

n)2
. (3.74)

Тогда, подставляя выражения (3.73), (3.74) в уравнениях (3.67) и (3.69),
соответственно, а затем приравнивая соответствующие коэффициенты Фурье,
получаем следующую бесконечную систему линейных алгебраических соотно-
шений:

A+

∞∑
k=1

(−1)k
sinhβk
βk

Ak+

+

∞∑
k=1

(−1)k
(

coshβk
βk

− sinhβk
β2
k

)
Ck = f0, (3.75)

2(−1)n
∞∑
k=1

(−1)k
βk sinhβk
α2
n + β2

k

Ak + 2(−1)n
∞∑
k=1

(−1)k
βk coshβk
α2
n + β2

k

Ck+

+2(−1)n
∞∑
k=1

(α2
n − β2

k) sinhβk
(α2
n + β2

k)2
=

= fn −Bn coshαnh−Dnh sinhαnh, n = 1, 2, . . . , (3.76)

A+

∞∑
k=1

(−1)k
sinhαkh

αkh
Bk+
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+

∞∑
k=1

(−1)k
(

coshαkh

αk
− sinhαkh

α2
kh

)
Dk = 0, (3.77)

2(−1)n
∞∑
k=1

(−1)k
αk sinhαkh

h(β2
n + α2

k

Bk + 2(−1)n
∞∑
k=1

(−1)k
βk coshβk
α2
n + β2

k

Dk+

+2(−1)n
∞∑
k=1

(β2
n − α2

k) sinhαkh

h(β2
n + α2

k)2
=

= −An coshβn − Cn sinhβn, n = 1, 2, . . . . (3.78)

Далее, подставляя в (3.76), (3.78) выражения для неизвестных Bn и An из
равенств (3.71) и (3.72), после простых преобразований получаем уравнения

−4(−1)n
∞∑
k=1

(−1)k
β2
k sinhβk

(α2
n + β2

k)2
Ck =

∆(αnh)

αn sinhαnh
Dn+

+ fn −
coshαnh

αn sinhαnh
gn, n = 1, 2, . . . , (3.79)

−4(−1)n
∞∑
k=1

(−1)kα2
k sinhαkh

h(β2
n + α2

k)2
Dk + 2(−1)n

∞∑
k=1

gk
h(β2

n + α2
k)

=

=
∆(βn)

βn sinhβn
Cn, n = 1, 2, . . . , (3.80)

где введено обозначение ∆(s) = sinh s cosh s+s. Уравнения (3.79), (3.80) мож-
но записать в виде следующей бесконечной системы линейных алгебраических
уравнений:

∆(αnh)

αn sinhαnh
Dn = −4(−1)n

∞∑
k=1

(−1)kβ2
k sinhβk

(α2
n + β2

k)2
Ck−

− fn +
coshαnh

αn sinhαnh
, n = 1, 2, . . . , (3.81)

∆(βn)

βn sinhβn
Cn = −4(−1)n

∞∑
k=1

(−1)kα2
k sinhαkh

h(β2
n + α2

k)2
Dk+

+ 2(−1)n
∞∑
k=1

(−1)kgk
h(β2

n + α2
k)
, n = 1, 2, . . . , (3.82)

а используя (3.71), (3.71) в равенствах (3.75), (3.77), имеем два дополнитель-
ных уравнения

A− 2

∞∑
k=1

(−1)k sinhβk
β2
k

Ck = f0, (3.83)
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A− 2

∞∑
k=1

(−1)k sinhαkh

hα2
k

Dk +

∞∑
k=1

(−1)k

hα2
k

gk = 0. (3.84)

Понятно, что на данном этапе вывод полученной системы алгебраических
уравнений является пока чисто формальным. Дальнейшее исследование воз-
можности представления решения граничной задачи (3.64) в виде (3.65) свя-
зано с рассмотрением вопросов разрешимости и оценками решений системы
(3.81)–(3.84).

3.2.2 Прежде всего, проведем нормировку неизвестных

hxn = (−1)nα2
n sinhαnhDn,

yn = −(−1)nβ2
n sinhβn Cn,

n = 1, 2, . . . . (3.85)

Такая нормировка позволяет далее рассматривать ограниченные последова-
тельности xn, yn и, на самом деле, диктуется видом рядов в (3.65), а мно-
житель (−1)n введен для удобства дальнейших вычислений. Тогда получим
систему уравнений

xn =
4α3

n sinh2 αnh

h∆(αnh)

∞∑
k=1

yk
(α2
n + β2

k)2
−

− (−1)nα3
n sinh2 αnh

h∆(αnh)
fn+

+
(−1)nα2

n sinhαnh coshαnh

h∆(αnh)
gn, n = 1, 2, . . . , (3.86)

yn =
4β3

n sinh2 βn
∆(βn)

∞∑
k=1

xk
(β2
n + α2

k)2
−

− 2β3
n sinh2 βn
h∆(βn)

∞∑
k=1

(−1)kgk
β2
n + α2

k

, n = 1, 2, . . . . (3.87)

При этом уравнения (3.83, (3.84) принимают вид

A = −2

∞∑
k=1

yk
β4
k

+ f0, (3.88)

A = 2
∞∑
k=1

xk
α4
k

−
∞∑
k=1

(−1)k

hα2
k

gk = 0. (3.89)
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Покажем, что если xk, yk (k = 1, 2, . . .) – ограниченное решение системы
(3.86), (3.87) и справедливы оценки

∞∑
k=1

|fk| <∞,
∞∑
k=1

n−1|gn| <∞, (3.90)

то система уравнений (3.88), (3.89) относительно одного неизвестного коэф-
фициента A сводится к одному уравнению, если только выполнено условие

f(±1) = 0. (3.91)

Далее используем равенства

∞∑
n=1

1

(α2
n + β2)2

=
∆(β)

4β3 sinh2 β
− 1

2β4
, β > 0,

∞∑
n=1

1

(β2
n + α2)2

=
h∆(αh)

4α3 sinh2 αh
− 1

2α4
, α > 0, (3.92)

∞∑
n=1

1

β2
n + α2

= − 1

2α2
+
h cothαh

2α
, α > 0.

Итак, пусть xk, yk – решение системы (3.86), (3.87) с оценкой (3.90). До-
множим уравнения (3.86) на h∆(αnh)/(α3

n sinh2 αnh) и просуммируем полу-
ченные соотношения по n = 1, 2, . . .. Тогда, используя (3.92), получим равен-
ство

h
∞∑
n=1

∆(αnh)

α3
n sinh2 αnh

xn = 4

∞∑
n=1

∞∑
k=1

yk
(βk + α2

n)2
−

−
∞∑
n=1

(−1)nfn +

∞∑
n=1

(−1)n cothαnh

αn
gn =

=

∞∑
k=1

yk

[
∆(βk)

β3
k sinh2 βk

− 2

β4
k

]
−

−
∞∑
n=1

(−1)nfn +
∞∑
n=1

(−1)n cothαnh

αn
gn. (3.93)

Аналогичным образом, домножая уравнения (3.87) на ∆(βn)/(β3
n sinh2 βn), и

суммируя по = 1, 2, . . ., получаем, используя (3.92), следующее равенство:

∞∑
n=1

∆(βn)

β3 sinhβn
yn = 4

∞∑
n=1

∞∑
k=1

xk
(α2
k + β2

n)2
− 2

h

∞∑
n=1

∞∑
k=1

(−1)kgk
β2
n + α2

k

=
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=

∞∑
k=1

xk

{
h∆(αkh)

α3
k sinh2 αkh

− 2

α4
k

}
−

−
∞∑
k=1

(−1)kgk

{
− 1

hα2
k

+
cothαkh

αk

}
. (3.94)

Отметим, что возможность перестановки суммирования в двойных рядах из
(3.93), (3.94) обеспечивается наложенными условиями ограниченности неиз-
вестных xn, yn и оценкой (3.90) на коэффициенты Фурье gn. Сравнивая ра-
венства (3.93) и (3.94), получим соотношение

−
∞∑
k=1

(−1)kfk − 2

∞∑
k=1

yk
β4
k

= 2

∞∑
k=1

xk
α4
k

−
∞∑
k=1

(−1)kgk
hα2

k

. (3.95)

Таким образом, для совместимости двух равенств (3.88), (3.89) требуется вы-
полнение равенства

−
∞∑
k=1

(−1)kfk = f0,

что с учетом первого из разложений (3.66) приводит к условию (3.91).
Далее будем считать выполненными условия (3.90), (3.91), так что можно

ограничиться рассмотрением системы уравнений (3.81), (3.82).
Отметим, что система уравнений (3.86), (3.87) рассматривалась в качестве

примера в п. 5, § 3 второй главы, где в (2.74) следует положить µ1 = h, µ2 =

= 1/h. Эта система согласно равенствам (2.75) является регулярной. При этом,
так как

1− 2 sinh2 s

s∆(s)
> 0, s > 0, и

2 sinh2 s

s∆(s)
= O(s−1), s→∞,

то это означает, что при выполнении оценки (см. (3.86), (3.87))

n4|fn|+ n3|gn|+ n3

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

(−1)kgk
(β2
n + αk)

∣∣∣∣∣ ≤ c <∞, n = 1, 2, . . . , (3.96)

система уравнений (3.86), (3.87) имеет ограниченное решение.
Кроме того, используя разложение (3.66) для функции g, имеем равенство

∞∑
k=1

(−1)kgk
(β2
n + αk)

=

∫ 1

−1

[
(−1)k cosαky

α2
k + β2

n

]
g(y)dy.

При этом [207, п. 5.4.5]

∞∑
k=1

(−1)k cosαky

(β2
n + αk)

=
1

π2

∞∑
k=1

(−1)k cos(kπy)

k2 + (n/h)2
=
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=
1

2π2

[
cosh(πny/h)

n/h sinh(πn/h)
+

1

(n/h)2

]
=

=
1

2

[
cosh(βny)

πβn sinhβn
+

1

β2
n

]
,

и, следовательно,

∞∑
k=1

(−1)kgk
(β2
n + αk)

=
1

2

∫ 1

−1

[
cosh(βny)

πβn sinhβn
+

1

β2
n

]
g(y)dy.

Таким образом, оценка (3.96) эквивалентна выполнению условий

n4|fn|+ n3|gn| = O(1), n→∞,
∫ 1

−1

g(y)dy = 0. (3.97)

Более общее утверждение о разрешимости системы уравнений (3.86),
(3.87) содержится в теореме 5 из § 2.3.

3.2.3 Рассмотрим вопрос об асимптотическом поведении ограниченного
решения xn, yn системы алгебраических уравнений (3.86), (3.87). Здесь можно
использовать общие формулы из § 2.3, однако для полноты изложения и ис-
ходя из методических соображений проведем соответствующие рассуждения
применительно прямо к системе (3.86), (3.87). При этом полное обоснование
проводимых ниже рассмотрений можно найти в § 2.3.

Пусть {xn}, {yn} – ограниченное решение системы уравнений (3.86),
(3.87). Положим последовательности

Fn = − (−1)nα3
n sinh2 αnh

h∆(αnh)
fn+

+
(−1)nα2

n sinhαnh coshαnh

h∆(αnh)
gn, n = 1, 2, . . . ,

Gn = −2β3
n sinh2 βn
h∆(βn)

∞∑
k=1

(−1)kgk
β2
n + α2

k

, n = 1, 2, . . . ,

и введем в рассмотрение функции

X(s) =
4s3 sinh2(sh)

h∆(sh)

∞∑
k=1

yk
(s2 + β2

k)2
, s ≥ 0, (3.98)

Y (s) =
4s3 sinh2 s

∆(s)

∞∑
k=1

xk
(s2 + α2

k)2
, s ≥ 0, (3.99)

так что в силу (3.86), (3.87) справедливы равенства

xn = X(αn) + Fn, yn = Y (βn) +Gn, n = 1, 2, . . . . (3.100)
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В силу ограниченности последовательностей {xn}, {yn} непосредственно из
определений (3.98), (3.99) вытекает, что для непрерывных при s ≥ 0 функций
X(s), Y (s) выполняются оценки

|F (s)|+ |G(s)| = O(s4), s→ 0, |F (s)|+ |G(s)| = O(1), s→∞.

В соответствии с этими оценками корректно определены преобразования Мел-
лина функций X(s), Y (s):

M(γ) =
∫∞

0
X(s)sγ−1 ds,

N(γ) =
∫∞

0
Y (s)sγ−1 ds, Re γ ∈ (−4, 0).

(3.101)

Далее, введем в рассмотрение функцию

φ(s) =
sinh2 s

∆s
− 1

и представим функции X(s), Y (s) в виде

X(s) =
4s3

h

∞∑
k=1

yk
(s2 + β2

k)2
+X0(s), X0(s) =

4s3φ(sh)

h

∞∑
k=1

yk
(s2 + β2

k)2
,

Y (s) = 4s3
∞∑
k=1

xk
(s2 + α2

k)2
+ Y0(s), Y0(s) = 4s3φ(s)

∞∑
k=1

xk
(s2 + α2

k)2
.

Тогда, используя значение интеграла∫ ∞
0

sγ+2

(s2 + 1)2
ds =

π

4
r(γ), r(γ) =

γ + 1

cos(πγ/2)
, Re γ ∈ (−3, 1),

получаем, что при Re γ ∈ (−3, 0) справедливы равенства

M(γ) =
πr(γ)

h

∞∑
k=1

βγ−1
k yk +M0(γ),

N(γ) = πr(γ)

∞∑
k=1

αγ−1
k yk +N0(γ), (3.102)

где функции

M0(γ) =
4

h

∞∑
k=1

yk

∫ ∞
0

sγ+2φ(sh)

(s2 + β2
k)2

ds,

N0(γ) = 4

∞∑
k=1

xk

∫ ∞
0

sγ+2φ(s)

(s2 + α2
k)2

ds.
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В силу экспоненциального убывания φ(s) при s → ∞ функции M0(γ), N0(γ)

являются аналитическими в полуплоскости Re γ > −3.
Из формулы обращения Меллина и равенств (3.100) получаем при n =

= 1, 2, . . . соотношения

xn =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(ξ)α−ξn dξ + Fn,

yn =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
N(ξ)β−ξn dξ +Gn, (3.103)

где параметр σ ∈ (−4, 0) (см. (3.101)). Тогда, подставляя выражения (3.103)
в (3.102), имеем при Re γ ∈ (−3, 0) равенства

M(γ) =
r(γ)

2ih

∞∑
k=1

βγ−1
k

∫ σ+i∞

σ−i∞
N(ξ)β−ξk dξ+

+
πr(γ)

h

∞∑
k=1

βγ−1
k Gk +M0(γ),

N(γ) =
r(γ)

2i

∞∑
k=1

αγ−1
k

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(ξ)α−ξk dξ+

+ πr(γ)

∞∑
k=1

αγ−1
k Fk +N0(γ). (3.104)

Отметим, что при выполнении условия −3 < Re γ < Re ξ = σ < 0 в (3.104)
можно изменить порядки интегрирования и суммирования. Тогда, используя
равенства

∞∑
k=1

βγ−ξ−1
k =

(π
h

)γ−ξ−1

ζ(ξ − γ + 1),

∞∑
k=1

αγ−ξ−1
k = (π)γ−ξ−1 ζ(ξ − γ + 1),

где Re ξ > Re γ и ζ(z) – дзета-функция Римана, получаем при
−3 < Re γ < Re ξ = σ < 0 равенства

M(γ) =
r(γ)

2ih

∫ σ+i∞

σ−i∞
N(ξ) ζ(ξ − γ − 1)

(π
h

)γ−ξ−1

dξ+

+
πr(γ)

h

∞∑
k=1

βγ−1
k Gk +M0(γ), (3.105)

N(γ) =
r(γ)

2i

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(ξ) ζ(ξ − γ − 1) (π)γ−ξ−1 dξ+
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+ πr(γ)

∞∑
k=1

αγ−1
k Fk +N0(γ). (3.106)

Тогда, по теореме Коши о вычетах (простой полюс при ξ = γ), имеем из
(3.105), (3.106) равенства

M(γ) = r(γ)N(γ) + L1(γ), N(γ) = r(γ)M(γ) + L2(γ), (3.107)

причем

L1(γ) =
πr(γ)

h

∞∑
k=1

βγ−1
k Gk +M0(γ) +M1(γ), (3.108)

L2(γ) = πr(γ)

∞∑
k=1

αγ−1
k Fk +N0(γ) +N1(γ), (3.109)

где функции

M1(γ) =
r(γ)

2ih

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
N(ξ)ζ(ξ − γ − 1)

(π
h

)γ−ξ−1

dξ,

N1(γ) =
r(γ)

2i

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
M(ξ)ζ(ξ − γ − 1) (π)γ−ξ−1 dξ,

и уже −3 < σ1 < Re γ < 0. Решая систему (3.107) относительно функций
M(γ), N(γ), получаем равенства

D(γ)M(γ) = L1(γ) + r(γ)L2(γ), D(γ)N(γ) = L2(γ) + r(γ)L1(γ),

где функция

D(γ) = 1− r2(γ) =
D0(γ)

cos2(πγ/2)
, D0(γ) = cos2(πγ/2)− (γ + 1)2.

Отсюда, используя формулу обращения Меллина, получаем соотношения

X(s) =

=
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

cos
(πγ

2

)
L1(γ)+(γ+1)L2(γ)

D0(γ)
cos
(πγ

2

)
s−γdγ, (3.110)

Y (s) =

=
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

cos
(πγ

2

)
L2(γ)+(γ+1)L1(γ)

D0(γ)
cos
(πγ

2

)
s−γdγ, (3.111)

где −3 < σ1 < σ < 0.
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Формулы (3.110), (3.111) имеют определяющее значение при получении
асимптотических выражений для функций X(s), Y (s) при s → ∞. Кроме
того, выражения (3.100) позволяют по асимптотическому поведению функций
X(s), Y (s) определить поведение последовательностей {xn}, {yn} при n→∞.

Как следует из формул (3.110), (3.111), асимптотика функций X(s), Y (s)

определяется корнями аналитической функции D0(γ), расположенными в по-
луплоскости Re γ ≥ 0 и аналитическим свойствами функций L1(γ), L2(γ),
определенными выражениями (3.108), (3.109).

3.3 Связь методов суперпозиции и собственных функций

3.3.1 Рассмотрение симметричной граничной задачи (3.1) по методу соб-
ственных функций приводит к следующему выражению для решения:

u(x, y)=

∞∑
k=1

akzk(y) exp (iλkx), x > 0, |y| ≤ 1, Imλk > 0, (3.112)

где zk(y) – собственные функции пучка дифференциальных операторов

L(λ)z(y) :=

(
d2

dy2
−λ2

)2

z(y), |y|≤1, z(±1)=z
′
(±1) = 0, (3.113)

соответствующие собственным значениям λk с Imλk > 0. При этом ak – неиз-
вестные комплекснозначные коэффициенты, а λk определяются как корни це-
лой функции:

∆(λ) = sinhλ coshλ+ λ.

Соответствующие собственные функции, являющиеся решениями краевой за-
дачи (3.113) с λ = λk, задаются выражениями

zk(y) = U(λk, y) =

= (λk coshλk + sinhλk) coshλky − λky sinhλk sinhλky =

= − sinh2 λk(sinhλk coshλky − y coshλk sinhλky).

Если коэффициенты ak образуют ограниченную последовательность, то
(см. (3.16)) функция u(x, y) из выражения (3.112) является бесконечно диф-
ференцируемой при x > 0, |y| ≤ 1, экспоненциальным образом убывает при
x → ∞ и удовлетворяет, на основании (3.113), бигармоническому уравнению
в полуполосе S и однородным условиям Дирихле на боковых сторонах x > 0,
y = ±1. При этом, удовлетворение граничным условиям (3.1) на торце полупо-
лосы x = 0 и, в частности, вопрос об определении коэффициентов ak приводят
к необходимости исследования вопроса о справедливости двукратного разло-
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жения(
f(y)

g(y)

)
=

∞∑
k=1

ak

(
zk(y)

iλkzk(y)

)
, |y| < 1, Imλk > 0. (3.114)

Отметим, что вопрос о возможности и характере сходимости разложения
(3.114) по части собственных функций пучка дифференциальных операторов
L(λ) не является тривиальным и имеет самостоятельный интерес в рамках
спектральной теории несамосопряженных операторов. В данном пункте на ос-
новании рассмотрений § 3.1 излагается конструктивный подход к получению
разложения решения граничной задачи (3.1) в виде ряда Фурье (3.112). Этот
подход основан на использовании представления решения задачи (3.1) в виде
(3.13)–(3.15) и аналитических свойствах функции T (λ) из выражения (3.26).

В п. 2 аналогичные построения приведены для получения разложения по
собственным функциям решения граничной задачи (3.64) в прямоугольнике.

Основной результат данного пункта заключен в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3.2), (3.3). Тогда решение u гранич-
ной задачи (3.1), определенное согласно (3.14), допускает разложение (3.112)
с коэффициентами

ak =
iT (λk)

cosh2 λk
≡

≡ i

cosh2 λ2
k

[
∞∑
n=1

Xn
(λ2
k + α2

n)2
+ T0(λk)

]
, k = 1, 2, . . . . (3.115)

Доказательство. Введем в рассмотрение контуры в комплексной плоскости

Γm = {λ ∈ C : |λ| = Rm, Imλ ≥ 0},

Rm = π(m+ 1/4), m = 1, 2, . . . . (3.116)

Тогда, следуя рассмотрениям [349], можно доказать на этих контурах оценку
снизу

|∆(λ)| ≥ c (|λ|+ exp (2|Reλ|)), λ ∈ Γm, (3.117)

справедливую при всех m ≥ m0 для некоторого m0 ≥ 1.
Определим мероморфную по λ функцию (см. (3.26) )

Φ(λ, y) = 2T (λ)
U(λ, y)

∆(y)
,

зависящую от параметра y ∈ [−1, 1]. Согласно рассмотрениям § 3.1 функция
Φ(λ, y) при каждом y ∈ [−1, 1] в полуплоскости Imλ ≥ 0 имеет простые полю-
сы в точках λ = λk и полюсы второго порядка в точках λ = iαn (отметим,
что λk 6= iαn при всех k, n = 1, 2, . . . ).
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Используя теорему Коши о вычетах, для m ≥ m0 с учетом четности функ-
ции Φ(λ, y) по переменной λ имеем из (3.14), (3.26) для функции u1 представ-
ление

u1(x, y) =
1

2π

∫
Γm

Φ(λ, y) exp (iλx) dλ+
1

π

∫
Rm

Φ(s, y) cos(sx) ds+

+
∑

|λk|<Rm

akzk(y) exp (iλkx)+

+ i
∑

αn<Rm

Resλ=iαn {Φ(λ, y) exp (iλx)} (3.118)

с коэффициентами

ak =
2iT (λk)

∆′(λk)
=

iT (λk)

cosh2(λk)
, k = 1, 2, . . . .

Далее, с целью упрощения выражения (3.118), покажем, что справедливы
равенства для вычетов

iResλ=iαn {Φ(λ, y) exp (iλx)} =

= −
[

(−1)n+1Xn
2α3

n

(1 + αnx) + gnx

]
exp (−αnx) cos(αny). (3.119)

Действительно, проводя необходимые вычисления, имеем

U(iαn, y) = i(−1)nαn cos(αny), U
′
λ(iαn, y) = 2(−1)n cos(αny),

∆(iαn) = iαn, ∆
′
(iαn) = 2

и тогда получаем значения вычетов

Resλ=iαn

U(λ, y) exp (iλx)

∆(λ)(λ2 + α2
n)

=
d

dλ

{
U(λ, y) exp (iλx)

∆(λ)(λ2 + α2
n)

}∣∣∣∣
λ=iαn

=

= − (−1)ni

4α3
n

(1 + αnx) exp (−αnx) cos(αny).

Таким образом, с учетом (3.6), (3.26) имеем равенство

Resλ=iαn {Φ(λ, y) exp (iλx)} =

= 2i
{
Xn − 2(−1)nα3

nfn − 2(−1)nα2
ngn

}
×

×Resλ=iαn

{
U(λ, y) exp (iλx)

∆(λ)(λ2 + α2
n)2

}
+

+2(−1)nignResλ=iαn

{
U(λ, y) exp (iλx)

∆(λ)(λ2 + α2
n)

}
=
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=

{[
Xn − 2(−1)nα3

nfn − 2(−1)nα2
ngn

] (−1)n(1 + αnx)

2α3
n

+

+gnα
−1
n

}
exp (−αnx) cos(αny),

откуда и следует справедливость равенств (3.119).
Таким образом, из (3.6), (3.14), (3.26) и (3.118), (3.119) получаем, что для

функции u справедливо представление

u(x, y)−
∑

|λk|<Rm

akzk(y) exp (iλkx) =

=
1

2π

∫
Γm

Φ(λ, y) exp (iλx) dλ+
1

π

∫ ∞
Rm

Φ(s, y) cos(sx) ds+

+
∑

αn>Rm

{[
(−1)n+1Xn

2α3
n

+ fn

]
(1 + αnx)+

+ gnx

}
exp (−αnx) cos(αny). (3.120)

Отметим, что из оценок (3.42) и оценки

|T (λ)| ≤ c, λ ∈ Γm, (3.121)

устанавливаемой на основании (3.5), (3.40), следует, что для любых значений
y ∈ (−1, 1) и x > 0 правая часть в выражении (3.120) стремится к нулю при
m→∞ (см. (3.117)). Таким образом, справедливо равенство

u(x, y)= lim
m→∞

∑
|λk|<Rm

akzk(y) exp (iλkx), x > 0, |y| ≤ 1. (3.122)

При этом, из (3.16) имеем оценки

|akzk(y) exp (iλkx)| ≤ ck ν exp (−πkx), x > 0, |y| ≤ 1, k = 1, 2, . . . ,

и тогда из (3.122) получаем для функции u(x, y) разложение по собственным
функциям (однородным решениям) (3.122) с коэффициентами ak, определяе-
мыми соотношениями (3.115). Теорема доказана.

Отметим, что при выполнении для заданных функций f(y), g(y) условий из
п. 6 § 3.1 коэффициенты ak разложения (3.112) определяются явным образом,
согласно выражениям (3.115), (3.18), и (3.20), (3.6). Кроме того, из теоремы 1
вытекает, что в оценке (3.44) можно положить δ = min Imλk, k = 1, 2, . . . .
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Разложение (3.112) было получено исходя из представления (3.118) на
основании равенств (3.119). Покажем, каким образом можно установить спра-
ведливость формул (3.112), (3.115), (3.119), исходя из общих соображений.

Так как λ = iαn является полюсом второго порядка функции Φ(λ, y), то
тогда

iResλ=iαn Φ(λ, y) exp (iλx) =

= [a(1)
n v1,n(y) + a(2)

n xv2,n(y)] exp (−αnx) (3.123)

с некоторыми постоянными a
(1)
n , a(2)

n . При этом, так как четная по y функ-
ция U(λ, y) exp (iλx) является бигармонической и U

′
y (λ, 1) = 0, λ ∈ C, то с

точностью до нормировки имеем

v 1,n(y) = v 2,n(y) = cos(αny), n = 1, 2, . . . .

Тогда, если следовать доказательству теоремы 1 без использования равенств
(3.119), то вместо (3.112) получаем для u(x, y) при x > 0, |y| ≤ 1 представле-
ние

u(x, y) =

∞∑
k=1

akzk(y) exp (iλkx)+

+

∞∑
n=1

[
(a(1)
n + bn) + (a(2)

n + dn)x
]

exp (−αnx) cos(αny), (3.124)

с коэффициентами

bn =
(−1)n+1Xn

2α3
n

+ fn, dn =
(−1)n+1Xn

2α2
n

+ αfn + gn. (3.125)

При этом, так как u(x, 1) = 0, x > 0 и zk(1) = 0, k = 1, 2, . . . , то из (3.124)
заключаем, что a

(1)
n + bn = a

(2)
n + dn = 0, n = 1, 2, . . . , т. е. справедливы

равенства (3.119) (см. (3.123), (3.125)) и (3.112), (3.115).
С помощью рассмотренного в данном пункте подхода к получению разло-

жения по однородным решениям (3.112)можно исследовать вопрос о справед-
ливости и свойствах сходимости двукратного разложения (3.114) (см. далее
§ 5.1, § 5.1).

3.3.2 Рассмотрим вопрос о разложении по собственным функциям реше-
ния граничной задачи (3.64) в прямоугольнике.

В терминах неизвестных xn, yn решение задачи (3.64) допускает представ-
ление

u(x, y) =

=A−
∞∑
n=1

(−1)nyn
β3
n sinhβn

{βny sinhβny−(1+βn cothβn) coshβny} cosβnx+
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+

∞∑
n=1

(−1)nhxn
α3
n sinhαnh

[αnx sinhαnx−(1+αnh cothαnh) coshαnx] cosαny+

+

∞∑
n=1

gn coshαnx

αn sinhαnh
cosαny. (3.126)

Тогда в соответствии с (3.126) решение задачи (3.64) можно представить в
виде суммы

u = u1 + u2, (3.127)

где функции

u1 =−
∞∑
n=1

(−1)nyn
β3
n sinhβn

[βny sinhβny − (1 + βn cothβn) coshβny] cosβnx,

u2 = A+

+

∞∑
n=1

(−1)nhxn
α3
n sinhαnh

[αnx sinhαnx− (1+αnh cothαnh) coshαnx] cosαny+

+

∞∑
n=1

gn coshαnx

αn sinhαnh
cosαny.

При этом, используя в выражении для u1 равенства (3.87) для неизвестных
yn, получаем соотношение

u1(x, y) = −
∞∑
n=1

4(−1)n

∆(βn)

[
∞∑
k=1

xk
(β2
n + α2

k)2
− 1

2h

∞∑
k=1

(−1)kgk
β2
n + α2

k

]
×

×{βny sinhβn sinhβny − (sinhβn + βn coshβn) coshβny} cosβnx.

Введем в рассмотрение мероморфную функцию

F (z) =
4

∆(z)

[
∞∑
k=1

xk
(z2 + α2

k)2
− 1

2h

∞∑
k=1

(−1)kgk
z2 + α2

k

]
,

и пусть
a(z; y) = zy sinh z sinh zy − (sinh z + z cosh z) cosh zy.

Функция F (z) имеет полюсы второго порядка в точках z = ±iαn, n = 1, 2, . . . ,
и полюсы первого порядка в точках z = ±λk, k = 1, 2, . . . , где λk – корни
функции ∆(z) = sinh zchz+z, Im z > 0. При этом найдется такое θ0 ∈ (0, π/2),
что в углах | tan z| ≤ tan θ0, z 6= 0, функция F (z) является ограниченной.

Рассмотрим интеграл

J(x, y) =
h

2πi

∫
γ

F (z)a(z; y)

sinhz
cosxz dz,
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где отрицательно ориентированный контур

γ = {z = |z| exp (−iθ0)} ∪ {z = |z| exp iθ0}.

По теореме Коши о вычетах имеем равенство

u1(x, y) = J, (3.128)

при выводе которого используются условия (3.97) и ограниченность последо-
вательности xk.

Используя четность функции F (z)a(z; y) по z, получаем, что интеграл J
можно записать в виде

J(x, y) =
h

2πi

∫
γ0

F (z)a(z; y)

sinhz
cosxz dz, |x| ≤ h, (3.129)

где контур

γ0 = {z = |z| exp [i(π − θ0)]} ∪ {z = |z| exp (iθ0)}.

Здесь при |x| < h используем лемму Жордана вместе с соотношением

F (z)a(z; y)→ 0, z →∞,

справедливым в углах, примыкающих к вещественной оси. Для справедливо-
сти (3.129) при x = ±h требуется выполнение условия F (z)a(z; y) = o(|z|−1),
z →∞, в тех же углах.

Для применения теоремы о вычетах к интегралу J , представленному вы-
ражением (3.129), требуется указать последовательность контуров γj , j →∞,
на которых функция G(z; y) = F (z)a(z; y) допускает оценки:

a) при |x| < h функция G(x, y, z) возрастает не быстрее полинома при
z →∞;

b) при x = ±h функция G(x, y,±h) = o(|z|−1), z →∞, когда z находится
в углах Θ = {arg z ∈ (θ0, π − θ0}.

При этом справедливо равенство

Rk(x, y) := Resz=iαk
F (z)a(z; y)

sinhz
cosxz =

= −2
(−1)k

h
gkRk,1 + 4xkRk,0, k = 1, 2, . . . ,

где вычеты

Rk,1 =

{
a(z; y) cosxz

(z + iαk)∆(z) sinhz

} ∣∣∣∣∣
z=iαk

,



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 3.3 Связь методов суперпозиции и собственных функций 155

Rk,0 =
d

dz

{
a(z; y) cosxz

(z + iαk)2∆(z) sinhz

} ∣∣∣∣∣
z=iαk

.

Тогда, используя равенства

sin(iαkh) = i sinhαkh, cos(iαkh) = coshαkh,

a(iαk, y) = −i(−1)kαk cosαky, az(iαk, y) = −2(−1)k cosαky,

∆(iαk) = iαk, ∆
′
(iαk) = 2,

получаем следующие выражения:

Rk,1 =

{
−i(−1)kαk

2i3α2
k sinhαkh

}
coshαkx cosαky =

(−1)k coshαkx cosαky

2αk sinhαkh
,

Rk,0 = az(iαk; y)

{
cosxz

(z + iαk)2∆(z) sinhz

} ∣∣∣∣∣
z=iαk

+

+a(iαky)

{
−x sinxz

(z + iαk)2∆(z) sinhz

} ∣∣∣∣∣
z=iαk

−a(iαk; y) cos(iαkx)×

×

{
[2∆(z)+(z+iαk)∆

′
(z)] sinhz+(z+iαk)∆(z)h coshz

(z+iαk)3∆2(z) sin2 hz

}∣∣∣∣∣
z=iαk

=

= −2(−1)k cosαky

[
cosxz

(z + iαk)2∆(z) sinhz

] ∣∣∣∣∣
z=iαk

−

−i(−1)kαk cosαky

[
−x sinxz

(z + iαk)2∆(z) sinhz

] ∣∣∣∣∣
z=iαk

+

+i(−1)kαk cosαky coshαkx×

×

{
[2∆(z)+(z + iαk)∆

′
(z)] sinhz+(z+iαk)∆(z)h coshz

(z+iαk)3∆2(z) sin2 hz

}∣∣∣∣∣
z=iαk

=

= − (−1)k cosαky coshαkx

2α3
k sinhαkh

− (−1)k cosαkyx sinhαkx

4α2
k sinhαkh

+

+(−1)k cosαky coshαkx
4 sinhαkh+ hαk coshαkh

4α3
k sinh2 αkh

=

=
(−1)k cosαky

4α3
k sinh2 αkh

[−3 sinhαkh coshαkx+ xαk sinhαkh sinhαkx+

+(4 sinhαkh+ hαk coshαkh) coshαkx] =
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=
(−1)k cosαky

4α3
k sinh2 αkh

[(sinhαkh+ hαk coshαkh) coshαkx−

−xαk sinhαkh sinhαkx].

Таким образом, имеем значение вычета

Rk(x, y) = −gk
h

coshαkx cosαky

αk sinhαkh
+

+xk
(−1)k cosαky

α3
k sinh2 αkh

[(sinhαkh+ hαk coshαkh) coshαkx−

− xαk sinhαkh sinhαkx]. (3.130)

Далее, вычеты

R̃k := Resz=λk
F (z)a(z; y)

sinhz
cosxz =

=
a(λk; y)

∆′(λk

{
4

∞∑
k=1

xk
(λ2
k + α2

k)2
− 2

h

∞∑
k=1

(−1)kgk
λ2
k + α2

k

}
cos(λkx)

sinλkh
.

При этом с помощью непосредственных вычислений получаем выражение

a(λky)

∆′(λk)
=
λky sinhλk sinhλky − (sinhλk + λk coshλk) coshλky

cosh2 λk + sinh2 λk + 1
=

=
tanh2 λk

2
[sinhλk coshλky − y coshλk sinhλky].

Таким образом, согласно (3.128) имеем равенство

u1(x, y) = h

∞∑
k=1

Rk(x, y) +

∞∑
k=1

ckvk(y) cosλkx, (3.131)

где функция
vk(y) = sinhλk coshλky − y coshλk sinhλky

и коэффициенты

ck =
h tanh2 λk
sinhλkh

[
2
∞∑
k=1

xk
(λ2
k + α2

k)2
− 1

h

∞∑
k=1

(−1)kgk
λ2
k + α2

k

]
. (3.132)

Отметим, что функция u2 из представления (3.127) может быть записана в
виде (cм. (3.130))

u2 = A− h
∞∑
k=1

Rk(x, y),
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и тогда из (3.127), (3.131) для решения u(x, y) получаем разложение в ряд по
однородным решениям (собственным функциям)

u(x, y) = A+

∞∑
k=1

ckvk(y) cosλkx (3.133)

с коэффициентами ck, заданными выражениями (3.132).

3.4 Задача Дирихле для бигармонического уравнения в полу-
полосе с криволинейным торцом. Сведение к системе инте-
гральных уравнений

3.4.1 Пусть вещественная функция l (y) ∈ C2[−1, 1], причем выполнены
условия l (±1) = и l

′
(±1) = 0. В полуполосе

Π+ = {(x, y) : x > l (y), |y| < 1}

с криволинейным торцом Γ = {x = l (y), |y| < 1} рассматривается в класси-
ческой постановке [279, c. 357] задача Дирихле для однородного бигармони-
ческого уравнения:

∆2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Π+, u ∈ C 4(Π+) ∩ C1(sΠ+),

u|Γ ≡ u(l(y), y) = f(y), |y| < 1, (3.134)

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ [u
′
x(l(y), y)− l(y)u

′
y(l(y), y)]/[1 + l

′2(y)]1/2 = g(y), |y| < 1,

u(x,±1) = u
′
y(x,±1) = 0, x > 0.

Таким образом, искомое решение u, в отличие от обобщенной постановки зада-
чи Дирихле (см. [138,193]), считается принадлежащим банахову пространству
C1(sΠ+):

‖u‖C1( sΠ+) = sup
(x,y)∈ sΠ+

{|u(x, y)|+ |∇u(x, y)|} <∞.

На функции f(y), g(y) накладываются естественные условия

f ∈ C1 = C1[−1, 1], g ∈ C = C[−1, 1],

f(±1) = f ′(±1) = g(±1) = 0.
(3.135)

В данном параграфе показано сведение граничной задачи (3.134) к системе
интегральных уравнений на отрезке [−1, 1]. Эта система является фредголь-
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мовой в банаховом пространстве

B =

{
(q1, q2) ∈ C0 ⊕ C0 :

∫ 1

−1

(q1(t) + l
′
(t) q2(t))dt = 0

}
, (3.136)

C0 = C0[−1, 1] = {p ∈ C : p(±1) = 0} .
Предложенный здесь способ сведения задачи (3.134) к системе интеграль-

ных уравнений на отрезке (или на кривой Γ) возник на основе анализа метода
Шермана–Лауричелла (см. [181, § 101], [197, гл. 4]), используемого при иссле-
довании плоских задач теории упругости в ограниченных областях. В данном
параграфе для избавления от необходимости удовлетворения однородным гра-
ничным условиям из (3.134) на бесконечных боковых сторонах полуполосы,
следуя [364], используется функция Грина для бигармонического уравнения в
полосе |y| < 1 с однородными граничными условиями Дирихле при y = ±1.

3.4.2 Определим пучок дифференциальных операторов L(λ) (см. (3.113)):

L(λ)z(y) = z(4)(y)− 2λ2z(2)(y) + λ4z(y),

|y| ≤ 1, z(±1) = z
′
(±1) = 0.

Введем в рассмотрение функции

∆1(λ) = sinhλ coshλ+ λ, ∆2(λ) = sinhλ coshλ− λ,

∆(λ) = ∆1(λ)∆2(λ).

Для функции Грина G(y, t;λ), −1 ≤ y, t ≤ 1 обыкновенного дифференциаль-
ного оператора L(λ), согласно [183, § 3], после простых, но довольно громозд-
ких выкладок, получаем выражение

4λ3G(y, t;λ) = λ|y − t| coshλ(y − t)− sinhλ|y − t|+

+[coshλy((sinh2 λ− λ2) coshλt− λt sinh2 λ sinhλt)−
−λy sinhλy(sinh2 λ coshλt+ λt sinhλt)]/∆1(λ)+

+[sinhλy(−(cosh2 λ+ λ2) sinhλt+ λt cosh2 λ coshλt)+

+ λy coshλy(cosh2 λ sinhλt− λt coshλt)]/∆2(λ). (3.137)

При фиксированных y, t функция G(y, t;λ) является четной мероморфной
по λ ∈ C функцией с простыми полюсами в точках ±λk, где λk – корни ∆(λ)

с Imλk > 0. Для функции ∆(λ) справедливо асимптотическое соотношение

∆(λ) =
exp (4λ)

16
+ O(|λ|2), λ→∞, λ ∈ Sε = {λ : |Imλ| < εReλ}.
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Тогда, анализируя выражение (3.137), получаем следующие равномерные по
переменным y, t ∈ [−1, 1], y 6= t асимптотические при λ → +∞ выражения
для функции Грина и ее производных:

∂k+n

∂yk∂tn
G(y, t;λ) =

1

4λ3

∂k+n

∂yk∂tn
{(1 + λ|y − t|) exp (−λ|y − t|)−

−(1 + λ(2− y − t) + 2λ2(1− y)(1− t)) exp [−λ(2− y − t)]−
−[1 + λ(2 + y + t) + 2λ2(1 + y)(1 + t)] exp [−λ(2 + y + t)]

}
+

+ O[λk+n exp (−2λ)], k, n = 1, 2, . . . . (3.138)

Непосредственные вычисления приводят к следующим выражениям для
вычетов:

Resλ=λk G(y, t;λ) = a0
kzk(y)zk(t), (3.139)

где коэффициенты

a0
k = − tanh2 λk

8λ3
k

, zk(y) = sinhλk coshλky − y coshλk sinhλky,

∆1(λk) = 0,

a0
k = −coth2 λk

8λ3
k

, zk(y) = coshλk sinhλky − y sinhλk coshλky,

∆2(λk) = 0

и zk(y) – собственная функция пучка операторов L(λ), соответствующая соб-
ственному значению λk (здесь, для удобства, принята отличная от § 3 норми-
ровка собственных функций пучка операторов L(λ)). Напомним соотношения

|Reλk| =
1

ln k
+ O(1), Imλk = πk/2 + O(1), k →∞, (3.140)

так что для коэффициентов a0
k из (3.139) справедлива оценка

|a0
k| ≤

c

k3
, k = 1, 2, . . . .

Определим функцию

F (x, y; t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

G(y, t; s) exp (isx) ds, (x, y) 6= (0, t), (3.141)

являющуюся функцией Грина для бигармонического уравнения в полосе |y| <
1 с условиями Дирихле при y = ±1. Тогда, замыкая контур интегрирования
в (3.141) через верхнюю полуплоскость, с использованием (3.139), (3.140) и
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оценки [298]

|G(y, t; λ)| ≤ c(|λ|+ 1)−1, −1 ≤ y, t ≤ 1, |λ± λk| ≥ ε > 0, (3.142)

получаем для F (x, y; t) разложение в ряд (см. также [362]):

F (x, y; t) = i

∞∑
k=1

a0
k zk(t)zk(y)iλkx, x > 0, |y| ≤ 1, |t| ≤ 1 . (3.143)

Из (3.140) следует, что ряд (3.143) абсолютно сходится и допускает почленное
дифференцирование по всем переменным любое число раз.

По функции Грина G введем при y 6= t вспомогательные функции

H1(y, t;λ) = 2
∂

∂t

(
∂ 2

∂t2
+ λ2

)
G(y, t;λ),

H2(y, t;λ) = −2

(
∂ 2

∂t2
+ λ2

)
G(y, t;λ), (3.144)

H3(y, t;λ) = 2
∂

∂t

(
∂ 2

∂t2
− 3λ2

)
G(y, t;λ).

Отметим равенства

Hj(y, t; 0) = y(3− y2)/2− sign (y − t), j = 1, 3.

Пусть функции

Q1(x, y; t) = −1

2
sign (x− l(y))H1(y, t; 0)+

+
1

π

∫ ∞
0

H1(y, t; s)
sin[s(x− l(t))]

s
ds+

+
l
′
(t)

π

∫ ∞
0

H2(y, t; s) cos[s(x− l(t))] ds, (3.145)

Q2(x, y; t) = − l
′
(t)

2
sign (x− l(y))H3(y, t; 0)+

+
l
′
(t)

π

∫ ∞
0

H3(y, t; s)
sin[s(x− l(t))]

s
ds+

+
1

π

∫ ∞
0

H2(y, t; s) cos[s(x− l(t))] ds,

где
(x, y) ∈ Π± = {(x, y) : ±x > l(y), |y| < 1}.
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Лемма 1. При x ≥ l(t), x > l(y) и y, t ∈ [−1, 1] справедливы разложения

Q1(x, y; t) = 2

∞∑
k=1

a0
kλ
−1
k

{
z

(3)
k (t) + λ2

kz
′
k(t)− il

′
(t)λk(z

(2)
k (t)+

+λ2
kzk(t))

}
zk(y)iλk(x−l(t)),

(3.146)

Q2(x, y; t) = 2

∞∑
k=1

a0
kλ
−1
k [l

′
(t)(z

(3)
k (t)− 3λ2

kz
′
k(t))−

−iλk(z
(2)
k (t) + λ2

kzk(t))]zk(y)iλk(x−l(t)).

Доказательство леммы основано на оценках (3.138), (3.142), теореме Коши
и определениях (3.144), (3.145).

На основании (3.138), (3.144) получаем следующие, равномерные по
y, t ∈ [−1, 1], y 6= t, асимптотические при λ→ +∞ выражения:

H1(y, t;λ) = [λ(y − t)− sign (y − t)] exp (−λ|y − t|)+

+[1− λ(3y − t− 2)− 2λ2(1− y)(1− t)] exp [−λ(2− y − t)]−

−[1 + λ(3y − t+ 2)− 2λ2(1 + y)(1 + t)] exp [−λ(2 + y + t)] +H0
1 (y, t;λ),

H2(y, t;λ) = −|y − t| exp (−λ|y − t|)+

+ [y − t+ 2λ(1− y)(1− t)] exp [−λ(2− y − t)] + (3.147)

+[−y + t+ 2λ(1 + y)(1 + t)] exp [−λ(2 + y + t)] +H0
2 (y, t;λ),

H3(y, t;λ) = −[λ(y − t) + sign (y − t)] exp (−λ|y − t|)+

+[1 + λ(2− y − t) + 2λ2(1− y)(1− t)] exp [−λ(2− y − t)]−

−[1 + λ(2 + y + t) + 2λ2(1 + y)(1 + t)] exp [−λ(2 + y + t)] +H0
3 (y, t;λ),
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где функции H0
j допускают оценки

H0
j (y, t;λ) = O[λ3 exp (−2λ)], λ→ +∞, j = 1, 2, 3.

Тогда использование асимптотических выражений (3.147) вместе с извест-
ными выражениями для преобразования Лапласа от функций вида sk sin s,
sk cos s (см. [207, c. 446]) приводит к следующим, альтернативным (3.146) при
(x, y) ∈ Π+, представлениям для функций Q1, Q2:

Q1(x, y; t) =

= −1

4
y(3− y2) sign (x− l(y)) +

1

π

2∑
j=0

Q1,j(x, y; t),

Q2(x, y; t) =

= − l
′(t)

4
y(3− y2) sign (x− l(y)) +

1

π

2∑
j=0

Q2,j(x, y; t)

(3.148)

с функциями

Q1,0(x, y; t) =
π

2
sign (y − t) sign (x− l(y))−

− arctg
x− l(t)
y − t +

(y − t)S(x, y; t)

r2(x, y; t)
,

Q2,0(x, y; t) =
π

2
l′(t) sign (y − t) sign (x− l(y))−

−l′(t) arctg
x− l(t)
y − t − 1 +

[x− l(t)]S(x, y; t)

r2(x, y; t)
,

(3.149)

где

r2(x, y; t) = (x− l(t))2 + (y − t)2, S(x, y; t) = x− l(t)− l
′
(t)(y − t).

При этом, из (3.149) получаем выражения для частных производных

∂Q1,0

∂x
=
∂Q2,0

∂y
= −2

(x− l(t))(y − t)S(x, y; t)

r4(x, y; t)
,

∂Q1,0

∂y
= 2

(x− l(t))2S(x, y; t)

r4(x, y; t)
, (3.150)

∂Q2,0

∂x
= 2

(y − t)2S(x, y; t)

r4(x, y; t)
.

Функции Q1,j(x, y; t), Q2,j(x, y; t) со значениями индекса j = 1, 2 имеют вид

Q1,1(x, y; t) = arctg
x− l(t)

2− y − t − arctg
x− l(t)

2 + y + t
+
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+
1

r2
1(x, y; t)

{(x− l(t))(2− 3y − t) + l
′
(t)(y − t)(2− y − t)}−

− 1

r2
2(x, y; t)

{(x− l(t))(2 + 3y − t) + l
′
(t)(y − t)(2 + y − t)}+

+2
(1− y)(1− t)
r4
1(x, y; t)

{2(x− l(t))(2− y − t) + l
′
(t)[(2− y − t)2 − (x− l(t))2]}+

+2
(1 + y)(1 + t)

r4
2(x, y; t)

×

× {2(x− l(t))(2 + y + t) + l
′
(t)[(2 + y + t)2 − (x− l(t))2]}, (3.151)

Q2,1(x, y; t) = l
′
(t) arctg

x− l(t)
2− y − t − l

′
(t) arctg

x− l(t)
2 + y + t

+

+
(2− y − t)
r2
1(x, y; t)

(l
′
(t)(x− l(t)) + (y − t))−

− (2 + y + t)

r2
2(x, y; t)

(l
′
(t)(x− l(t)) + (y − t))+

+2
(1− y)(1− t)
r4
1(x, y; t)

(2l
′
(t)(x− l(t))(2− y − t) + (2− y − t)2 − (x− l(t))2)+

+2
(1 + y)(1 + t)

r4
2(x, y; t)

(−2l
′
(t)(x− l(t))(2 + y + t) + (2 + y + t)2 − (x− l(t))2),

Q1,2(x, y; t) =

∫ ∞
0

H0
1 (y, t; s)

sin s(x− l(t))
s

+

+l
′
(t)H0

2 (y, t; s) cos s(x− l(t))

 ds,

Q2,2(x, y; t) =

∫ ∞
0

l ′(t)H0
3 (y, t; s)

sin[s(x− l(t))]
s

+

+H0
2 (y, t; s) cos[s(x− l(t))]

 ds,

где введены обозначения

r2
1(x, y; t) = (x− l(t))2 + (2− y − t)2,

r2
2(x, y; t) = (x− l(t))2 + (2 + y + t)2.
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Лемма 2. Для любого t ∈ (−1, 1) функции Qk(x, y; t) бигармоничны в об-
ласти Π+, причем

Qk(x,±1; t) =
∂Qk
∂y

(x,±1; t) = 0, |x| > 0, k = 1, 2. (3.152)

При этом справедливы равномерные по (x, y) ∈ Π+ оценки

sup
(x,y)∈Π+, |t|<1

|Qk,j(x, y; t)| ≤ c, k = 1, 2; j = 0, 1, (3.153)

sup
(x,y)∈Π+, |t|<1

∣∣∣∣∂n+mQk,2(x, y; t)

∂xn∂ym

∣∣∣∣ ≤ c,

k = 1, 2; n,m = 0, 1, . . . ,

(3.154)

∫ 1

−1

[ ∣∣∣∣ ∂∂xQk,j(x, y; t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂∂yQk,j(x, y; t)

∣∣∣∣ ] dt ≤ c,

k = 1, 2; j = 0, 1.

(3.155)

Доказательство. Утверждение о бигармоничности функций Qk и соотноше-
ния (3.152) следуют из свойств функции Грина G(y, t;λ), определений функ-
ций Hj(y, t;λ) и (3.148), с учетом равенства

arctg x+ arctg x−1 =
π

2
signx, x 6= 0

(см. также лемму 1). Справедливость оценок (3.153), (3.154) вытекает из вы-
ражений (3.149), (3.151), с учетом оценок

0 ≤ 1± t ≤ 2± (y + t), |y| ≤ 1, |t| ≤ 1. (3.156)

Докажем оценки (3.155) для индекса j = 0. Отметим равенство

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
dt = − ∂

∂nξ
ln |z − ξ| dΓξ, (3.157)

где z = (x, y), ξ = (ξ1, ξ2) = (l(t), t) ∈ Γ. Тогда согласно (3.150) на основании
известной оценки для потенциала двойного слоя [34, c. 450] получаем нера-
венство ∫ 1

−1

{∣∣∣∣ ∂∂xQk,0(x, y; t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∂∂yQk,0(x, y; t)

∣∣∣∣} dt ≤

≤ 3

∫
Γ

∣∣∣∣ ∂∂nξ ln |z − ξ|
∣∣∣∣ dΓξ ≤ c, k = 1, 2.

Оценки (3.155) для j = 1 вытекают из соответствующих выражений для
производных от функций Q1,1, Q2,1, получаемых из (3.151), неравенств (3.156)
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и оценок
|l(k)(t)| ≤ c (1− t2)2−k, |t| ≤ 1, k = 0, 1. (3.158)

Лемма доказана.

3.4.3 Рассмотрим вопрос о сведении граничной задачи (3.134) к системе
интегральных уравнений на отрезке. Решение граничной задачи (3.134) будем
искать в виде

u = Φ[ q ](x, y) :=

∫ 1

−1

Q1(x, y; t)q1(t)dt+

+

∫ 1

−1

Q2(x, y; t)q2(t)dt, q = {q1, q2} ∈ B, (3.159)

где банахово пространство B определено согласно (3.136).
На основании леммы 1 для функции u = Φ[ q ] справедливо разложение

u(x, y) =

∞∑
k=1

ak zk(y) exp (iλkx),

x > L = max l(y), |y| ≤ 1, Imλk > 0, (3.160)

с коэффициентами

ak =
2a0
k

λk

∫ 1

−1

{
q1(t)

[
z

(3)
k (t) + λ2

kz
′
k(t)− il

′
(t)λk(z

(2)
k (t) + λ2

kzk(t))
]

+

+q2(t)
[
l
′
(t)(z

(3)
k (t)− 3λ2

kz
′
k(t))−

−iλk(z
(2)
k (t) + λ2

kzk(t))
]}

exp [−iλkl(t)] dt. (3.161)

При этом, использование соотношений (3.140) дает оценку

|ak| ≤ c (ln k + 1)−1 exp (πLk/2)‖q‖B, k = 1, 2, . . . . (3.162)

Из лемм 1 и 2 и плотности вложения многообразия

C∞0 = C∞0 [−1, 1] = { p(t) ∈ C∞[−1, 1], supp p(t) ∈ (−1, 1)}

в банахово пространство C0 вытекает, что функция Φ[ q ](x, y) бесконечно диф-
ференцируема при x > l(y), |y| ≤ 1, является бигармонической в Π+, удо-
влетворяет однородным граничным условиям из (3.134) на боковых сторонах
полуполосы, причем выполняется оценка

sup
(x,y)∈Π+

{ |Φ[ q ](x, y)|+ |∇Φ[ q ](x, y)| } ≤ c‖q‖B (3.163)

с постоянной c > 0, не зависящей от q ∈ B.
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Таким образом, для определения неизвестной вектор-функции q ∈ B из
(3.159) требуется исследовать гладкость вплоть до граничной кривой Γ функ-
ции Φ[ q ]. В соответствии с (3.148), (3.159) положим функции

Φj [ q ](x, y) =
1

π

2∑
k=1

∫ 1

−1

Qk,j(x, y; t)qk(t)dt, j = 0, 1, 2,

так что с учетом q ∈ B выполняется равенство

Φ[ q ] = Φ0[ q ] + Φ1[ q ] + Φ2[ q ]. (3.164)

Лемма 3. Справедливы включения

Φj [ q ](x, y) ∈ C1(sΠ+), j = 0, 1, 2,

причем выполняются следующие предельные при

(x, y)→ (l(s), s) ∈ Γ, (x, y) ∈ Π+

равенства:
∂Φj [ q ]

∂x
(l(s), s) =

= δ0j q2(s) +
1

π

2∑
k=1

∫ 1

−1

∂Qk,j
∂x

(l(s), s; t) qk(t) dt, (3.165)

∂Φj [ q ]

∂y
(l(s), s) = δ0j q1(s) +

1

π

2∑
k=1

∫ 1

−1

∂Qk,j
∂y

(l(s), s; t)qk(t) dt, (3.166)

где δ0j – символ Кронекера и при j = 0 интегралы в (3.166) понимаются в
смысле прямого значения на кривой Γ, аналогично прямому значению потен-
циала двойного слоя [34, § 31].

Доказательство. Утверждение Φ2[ q ](x, y) ∈ Cn(sΠ+), n = 0, 1, . . . и (3.166)
для j = 2 непосредственно вытекают из (3.151) и (3.147). Если функции
qk ∈ C∞0 , k = 1, 2, то (см. (3.151)) функция Φ1[ q ] является бесконечно диф-
ференцируемой в sΠ+ и справедливы равенства (3.166) для j = 1. Так как C∞0
плотно вложено в C0, то отсюда и из оценок леммы 2 получаем, что для любых
qk ∈ C0, k = 1, 2 функция Φ1[ q ] ∈ C1(sΠ+), и для нее справедливы равенства
(3.166). Таким образом, для доказательства леммы осталось рассмотреть гра-
ничные свойства функции Φ0[ q ].

Используя соотношение (3.157) и равенство

∂

∂t
arctg

x− l(t)
y − t =

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
, y 6= t, (3.167)
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после интегрирования по частям имеем для функции Φ0 при (x, y) ∈ Π+ вы-
ражение:

Φ0[ q ](x, y) =

=
1

π

∫ 1

−1

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
[(y − t) q1(t) + (x− l(t)) q2(t) + q 0(t)]dt− c0, (3.168)

где функция q0 и постоянная c0 имеют вид

q0(t) =

∫ t

−1

(q1(s) + l
′
(s) q2(s))ds, c0 =

1

π

∫ 1

−1

q2(s)ds.

Отсюда и из известных свойств потенциала двойного слоя (см. [34, c. 452]), с
учетом включений qk ∈ C0, k = 0, 1, 2, заключаем, что функция Φ0[ q ] непре-
рывна в sΠ+, причем граничное значение

Φ0[ q ](l(s), s) = q0(s)− c0, |s| ≤ 1. (3.169)

Далее, согласно (3.150) имеем следующие выражения для производных
при (x, y) ∈ Π+:

∂Φ0[ q ]

∂x
(x, y) = − 2

π

∫ 1

−1

S(x, y; t)(y − t)
r4(x, y; t)

[(x− l(t)) q1(t)− (y − t) q2(t)]dt,

∂Φ0[ q ]

∂y
(x, y) =

2

π

∫ 1

−1

S(x, y; t)(x− l(t))
r4(x, y; t)

[(x− l(t)) q1(t)− (y − t) q2(t)]dt.

Тогда, если предположить, что функции qk ∈ C∞0 , k = 1, 2, то используя ра-
венства

∂

∂t

(y − t)2

r2(x, y; t)
= −2(x− l(t))(y − t) S(x, y; t)

r4(x, y; t)
, (3.170)

∂

∂t

(y − t)(x− l(t))
r2(x, y; t)

=

[
1− 2

(x− l(t))2

r2(x, y; t)

]
S(x, y; t)

r2(x, y; t)
=

= −
[
1− 2

(y − t)2

r2(x, y; t)

]
S(x, y; t)

r2(x, y; t)
,

получаем, после интегрирования по частям, следующие выражения:

∂Φ0[ q ]

∂x
(x, y) =

1

π

∫ 1

−1

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
q2(t)dt−

− 1

π

∫ 1

−1

(y − t)
r2(x, y; t)

[(y − t) q
′
1(t) + (x− l(t)) q2(t)]dt, (3.171)

∂Φ0[ q ]

∂y
(x, y) =

1

π

∫ 1

−1

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
q1(t)dt+
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+
1

π

∫ 1

−1

(x− l(t))
r2(x, y; t)

[(y − t) q
′
1(t) + (x− l(t)) q2(t)]dt.

Отметим ограниченность ядер

|(y − t)k(x− l(t))2−k|
r2(x, y; t)

≤ 2, (l(t), t) 6= (x, y) ∈ sΠ+, k = 0, 1, 2,

и их непрерывность при (x, y) ∈ Γ, |t| ≤ 1. Тогда из (3.171), используя ра-
венства (3.167) и (3.157), на основании свойств потенциала двойного слоя
получаем

∂Φ0[ q ]

∂x
(l(s), s) = q2(s) +

1

π

∫ 1

−1

S(l(s), s; t)

r2(l(s), s; t)
q2(t)dt−

− 1

π

∫ 1

−1

(s− t)
r2(l(s), s; t)

[(s− t) q
′
1(t) + (l(s)− l(t)) q2(t)]dt,

∂Φ0[ q ]

∂y
(l(s), s) = q1(s) +

1

π

∫ 1

−1

S(l(s), s; t)

r2(l(s), s; t)
q1(t)dt+

+
1

π

∫ 1

−1

(l(s)− l(t))
r2(l(s), s; t)

[(s− t) q
′
1(t) + (l(s)− l(t)) q2(t)]dt.

Используя снова соотношения (3.170), приходим, после интегрирования по ча-
стям, к формулам (3.166) для индекса j = 0 в случае, когда функции qk ∈ C∞0 .
Отсюда и из оценок (3.91) с учетом плотности вложения C∞0 в C0 получаем,
вместе с установленным утверждением Φ0[ q ] ∈ C(sΠ+), что при любой вектор-
функции q ∈ B функция Φ0[ q ] принадлежит пространству C1(sΠ+) и справед-
ливы равенства (3.166).

Лемма доказана.

Введем в рассмотрение ядра (см. равенства (3.150), (3.151))

Aj1k(s, t) =
1

π

∂Qk,j
∂y

(l(s), s; t), Aj2k(s, t) =
1

π

∂Qk,j
∂x

(l(s), s; t),

Ajnk(s, t) =

2∑
j=0

Ajnk(s, t), n, k = 1, 2,

и соответствующие интегральные операторы

Aj =

(
Aj11 Aj12

Aj21 Aj22

)
, (Ajnk p)(s) =

∫ 1

−1

Ajnk(s, t)p(t)dt, j = 0, 1, 2.

Введем в рассмотрение линейные операторы

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, (Ank p)(s) =

∫ 1

−1

Ank(s, t)p(t)dt.
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При этом на основании леммы 3 заключаем, что верна следующая теорема.

Теорема 1. Функция u = Φ[ q ], q ∈ B является решением граничной задачи
(3.134) в том и только том случае, когда вектор-функция q = {q1, q2} является
решением системы интегральных уравнений

q +Aq = h (3.172)

с правой частью h = {h1, h2} ∈ B:

h1(s) = [f
′
(s)− l

′
(s)(1 + l

′ 2(s))1/2g(s)](1 + l
′ 2(s))−1,

h2(s) = [ l
′
(s)f

′
(s) + (1 + l

′ 2(s))1/2g(s)](1 + l
′ 2(s))−1. (3.173)

При этом линейный оператор A непрерывно действует в пространстве B.
Дальнейшие свойства оператора A приведены в следующем утверждении.

Лемма 4. Оператор A имеет вид A = T + K, где линейный интеграль-
ный оператор K непрерывно действует из пространства C⊕C в пространство
C1 ⊕ C1 и, в частности, является вполне непрерывным оператором в C ⊕ C,
а оператор T = {Tnk}1n,k=1, причем T11 = T22 = 0 и

(T12p)(s) =
4

π

∫ 1

−1

(1− s)(1− t)(2− s− t)
(l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2

dt−

− 4

π

∫ 1

−1

(1 + s)(1 + t)(2 + s+ t)

(l(s)− l(t))2 + (2 + s+ t)2)2
dt,

(T21p)(s) =
4

π

∫ 1

−1

(1− s)2(2− s− t)
(l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2

dt−

− 4

π

∫ 1

−1

(1 + s)2(2 + s+ t)

(l(s)− l(t))2 + (2 + s+ t)2)2
dt.

Операторы T12, T21 непрерывно действуют в пространстве C, а уравнение
(3.172) является фредгольмовым в пространстве B.

Доказательство. Доказательство леммы основано на анализе выражений
(3.150), (3.151) и их частных производных при x = l(s). y = s и результатах
Радона [216, п. 90] об операторах в пространстве непрерывных функций. При
этом используется непрерывность ядер

(s− t)k(l(s)− l(t))2−k

r4(l(s), s; t)
S(l(s), s; t), −1 ≤ s, t ≤ 1, k = 0, 1, 2,

и оценки

|l
′
(t)| ≤ c(1− |t|), |l(s)− l(t)| ≤ c|t− s|(2± (s+ t)), −1 ≤ s, t ≤ 1.
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Далее, так как оператор K вполне непрерывно действует в пространстве
C ⊕ C, а B – подпространство C ⊕ C конечной коразмерности, то из оценок

4

π

∫ 1

−1

(1− s)(1− t)(2− s− t)
((l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2

dt ≤ 2

π
< 1, |s| < 1,

4

π

∫ 1

−1

(1− s)2(2− s− t)
((l(s)− l(t))2 + (2− s− t)2)2

dt ≤ 2

π
< 1, |s| < 1,

и теоремы Радона [216, c. 240] нетрудно заключить, что уравнение (3.172)
является фредгольмовым в пространстве B. Лемма доказана.

Таким образом, уравнение (3.172) является однозначно разрешимым в B
тогда и только тогда, когда соответствующее однородное уравнение не имеет
нетривиальных решений в пространстве B. Вопрос об однозначной разреши-
мости уравнений (3.172) и граничной задачи (3.134) рассматривается в следу-
ющем параграфе.

3.5 Разрешимость задачи Дирихле для бигармонического урав-
нения в полуполосе с криволинейным торцом

3.5.1 В данном параграфе продолжается рассмотрение граничной зада-
чи (3.134). На основании проведенных в § 4 рассмотрений устанавливается ее
однозначная разрешимость, в частности, для функций u, удовлетворяющих
(3.134), доказывается справедливость принципа максимума Миранды–Агмо-
на [307,395]:

‖u‖C1( sΠ+) ≤
{
‖f‖C1[−1,1] + ‖g‖C[−1,1]

}
, (3.174)

а также его уточнение, связанное с наличием в области Π+ бесконечно удален-
ной точки. Относительно принципа максимума Миранды–Агмона и его обоб-
щений для решений бигармонического уравнения в ограниченных областях с
кусочно-гладкой границей см. [165,166,407].

3.5.2 Прежде всего, рассмотрим вопрос об однозначной разрешимости в
пространстве B уравнения (3.172). Здесь важное значение имеет априорная
информация о дифференциальных свойствах решений этого уравнения при
s → ±1. Для получения такой информации используем технику интегрально-
го преобразования Меллина (см. § 2.1). Как отмечалось в [163, c. 219], анало-
гичный подход к вычислению асимптотики решений интегральных уравнений
теории потенциала был развит в [341,342]. В работах [113], [163, гл. 5, § 2] ин-
формация о свойствах решений интегральных уравнений на кусочно-гладких
контурах выведена на основании предварительных результатов об асимптотике
решений эллиптических уравнений вблизи угловых точек.
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Введем в рассмотрение четную целую функцию D(γ) переменной γ ∈ C:

D(γ) = D1(γ)D2(γ),

где функции

D1(γ) = sin2(πγ/2)− γ2, D2(γ) = cos2(πγ/2)− γ2.

При этом функция D1(γ) с точностью до замены γ → γ + 1 совпадает с
функцией D0(γ) из (3.28) и не имеет корней в полосе Re γ ∈ (0, 1). Кроме
того, несложный анализ показывает, что D2(γ) в полосе Re γ ∈ [0, 1] имеет
единственный простой корень γ = α ∈ (1/2, 1).

Лемма 1. Пусть вектор-функция q = {q1, q2} является решением урав-
нения (3.172) с правой частью h = {h1, h2} ∈ B ∩ (C1 ⊕ C1). Тогда функции
qk(s) ∈ C1(−1, 1), k = 1, 2 и для любых значений ε > 0 и k = 1, 2, n = 0, 1

выполняются асимптотические соотношения

dn

dsn
{
qk(s)− q±k (1∓ s)α

}
= O((1∓ s)1−n−ε), s→ ±1, (3.175)

где постоянные q±k , k = 1, 2, связаны равенствами

q±1 = −2α(1 + α)

sinπα
q±2 .

Доказательство. Включения qk(s) ∈ C1(−1, 1) непосредственно вытека-
ют из (3.172), с учетом определения оператора A и наложенного усло-
вия h = {h1, h2} ∈ B ∩ (C1 ⊕ C1). Докажем, для определенности, утверждение
(3.175) для s→ 1. Пусть функция

χ ∈ C∞[0,∞), χ(s) ≡ 1, при s ∈ [0, 1], χ(s) ≡ 0, при s ≥ 3/2.

Тогда, исходя из системы интегральных уравнений (3.172), для функций

pk(s) = χ(s) qk(1− s), s ≥ 0, k = 1, 2, (3.176)

получаем при s ≥ 0 соотношения

p1(s) = − 4

π

∫ ∞
0

s t p2(t)

(s+ t)3
dt+ l1(s), (3.177)

p2(s) = − 4

π

∫ ∞
0

s2p1(t)

(s+ t)3
dt+ l2(s)
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с некоторыми функциями l1(s), l2(s), которые обладают свойствами

lk(s) ∈ C1[0,∞), lk(0) = 0, l
(n)
k (0) = O(s−(1+n)),

s→∞, n = 0, 1.
(3.178)

Тогда для преобразований Меллина

Mk(γ) =

∫ ∞
0

pk(s)sγ−1 ds, Re γ ∈ (0, 1),

mk(γ) =

∫ ∞
0

lk(s)sγ−1 ds, Re γ ∈ (0, 1),

с учетом равенства [256, c. 251]∫ ∞
0

sγ−1

(s+ 1)3
ds = π

(γ − 1)(γ − 2)

2 sin(πγ)
, Re γ ∈ (0, 3),

получаем из (3.177) соотношения

M1(γ) +
2γ(1− γ)

sin(πγ)
M2(γ) = m1(γ),

M2(γ) +
2γ(1 + γ)

sin(πγ)
M1(γ) = m2(γ).

Решая эти уравнения относительно функций M1(γ), M2(γ), получаем при
Re γ ∈ (0, 1) следующие равенства:

M1(γ) = [m1(γ) sin(πγ)− 2γ(1− γ)m2(γ)]
sin(πγ)

D(γ)
,

M2(γ) = [m2(γ) sin(πγ)− 2γ(1 + γ)m1(γ)]
sin(πγ)

D(γ)
.

(3.179)

Из (3.178) следует, что функции mk(γ) аналитичны в полосе |Re γ| < 1,
причем для любого ε > 0 выполняются оценки

|mk(γ)| ≤ cε(|γ|+ 1)−1, |Re γ| < 1− ε. (3.180)

Функции Mk(γ), по их определению, аналитичны в полуплоскости Re γ > 0,
а выражения (3.179) определяют их мероморфные продолжения в полосу
Re γ ∈ (−1, 0]. При этом, в полосе Re γ ∈ (−1, 0] функция D(γ) имеет простой
корень в точке γ = −α и корень второго порядка в точке γ = 0. Тогда утвер-
ждение (3.175) при s → 1 вытекает из (3.176), (3.179), (3.180) на основании
формулы обращения Меллина [256, c. 63] и теоремы Коши.

Лемма доказана.
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Следствие 1. В условиях леммы 1 справедливо утверждение:

qk(s) ∈W 1
2+ε[−1, 1], k = 1, 2, ∀ε ∈ [0, (2α− 1)(1− α)−1).

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1, тогда

Φ[ q ] ∈W 2
2 (Π+). (3.181)

Доказательство. Из (3.162) следует, что достаточно установить включение

Φ[ q ] ∈W 2
2 (Π0), Π0 = Π+ ∩ {x < 2L},

причем (см. (3.149), (3.151)) можно ограничиться рассмотрением лишь состав-
ляющих Φ0[ q ], Φ1[ q ]. Для ядер, определяющих по q ∈ B функцию Φ1[ q ], при
k = 0, 1, 2 и n = 1, 2 справедливы оценки∣∣∣∣ ∂2

∂xk∂y2−k Qn,1(x, y; t)

∣∣∣∣ ≤ c [(2− y − t)−2 + (2 + y + t)−2], (3.182)

которые получаются на основании простого анализа выражений (3.151). Кроме
того, для функций q1, q2 имеем из (3.175) оценки

|qk(s)| ≤ c (1− s2)α, |s| ≤ 1, k = 1, 2. (3.183)

Тогда из (3.182), (3.183) получаем∫ ∫
Π0

∣∣∣∣ ∂2Φ1[ q ]

∂xk∂y2−k

∣∣∣∣2 dxdy ≤ c ∫ 1

−1

(∫ 1

0

(1− t)α

(2− y − t)2
dt

)2

dy ≤

≤ c
∫ 2

0

y2(α−1)dy ·
(∫ ∞

0

tα

(t+ 1)2

)2

≤ c <∞.

Таким образом, с учетом леммы 4.3 заключаем, что справедливо включение
Φ1[ q ] ∈W 2

2 (Π0).
Из равенств (3.170), (3.171) имеем выражения для производных

∂2

∂x2
Φ0[ q ] =

=
2

π

∫ 1

−1

(y − t)2

r4(x, y; t)

[
(x− l(t)) q

′
1(t)− (y − l(t)) q

′
2(t)

]
dt,

(3.184)

∂2

∂x∂y
Φ0[ q ] =

=−2

π

∫ 1

−1

(x−l(t))(y−t)
r4(x, y; t)

[(x−l(t)) q
′
1(t)−(y−l(t)) q

′
2(t)] dt,

(3.185)
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∂2

∂y2
Φ0[ q ] =

=
2

π

∫ 1

−1

(x− l(t))2

r4(x, y; t)
[(x− l(t)) q

′
1(t)− (y − l(t)) q

′
2(t)] dt.

(3.186)

Далее будем следовать рассуждениям из работы [308]. Пусть

d(x, y) = inf
|t|≤1

r(x, y; t)

– расстояние от точки (x, y) ∈ Π0 до граничной кривой Γ. Тогда

r(x, y; t) ≥ 1√
2

[
d 2(x, y) + (y − t)2]1/2 , |t| ≤ 1.

Отсюда и из (3.184), (3.185), (3.186) и следствия 1 имеем для (x, y) ∈ Π0,
k = 0, 1, 2 и p = 2 + ε > 2 оценки∣∣∣∣ ∂2

∂xk∂y2−kΦ0[ q ]

∣∣∣∣ ≤ c∫ 1

−1

|q
′
1(t)|+ |q

′
2(t)|

(d2(x, y) + (y − t)2)1/2
dt ≤

≤ c
(
‖q1‖W1

p
+‖q2‖W1

p

)[∫ ∞
0

[s+ d(x, y)]
p

1−p ds

]1− 1
p

≤ c d−1(x, y),

которые вместе с леммой 4.3 показывают, что функция Φ0[ q ] принадлежит
пространству W 2

2 (Π0). Теорема доказана.

Далее понадобится следующее утверждение (см. [138,192,364]).

Предложение 1. Обобщенное решение граничной задачи (3.134) единствен-
но в пространстве W 2

2 (Π+).

Определяющее значение для доказательства однозначной разрешимости
уравнения (3.172) имеет следующая далее теорема 2, аналогичная теоре-
ме 9.1 из [308]. Для формулировки соответствующего утверждения введем,
следуя [308] (см. также [339]), билинейную форму на функциях u, v, опре-
деленных в полосе Π = {(x, y) : −∞ < x < ∞.|y| < 1}, таких, что
u|Πpm , v|Π±) ∈W 2

2 (Πpm) :

M [u, v] =

∫ ∫
Π−∪Π+

{(uyy − uxx)(vyy − vxx) + 4uyxvyx} dxdy, (3.187)

где, напомним, области Π± = {(x, y) : ±x > l(y), |y| < 1}. При этом имеем
равенство

M [u, v] = M0[u, v] + 2M1[u, v], (3.188)

где формы

M0[u, v] =

∫ ∫
Π−∪Π+

∆u ·∆v dx dy,
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M1[u, v] =

∫ ∫
Π−∪Π+

{2uyxvyx − uxxvyy − uyyvxx} dx dy.

Отметим, что дифференциальные свойства функции Φ[ q ](x, y) при
(x, y) ∈ Π− аналогичны ее свойствам при (x, y) ∈ Π+. В частности, аналогич-
но устанавливается (см. лемму 4.3), что

Φj [ q ] ∈ C1(sΠ−), j = 0, 1, 2, q ∈ B,

и что при (x, y) ∈ Π−, (x, y)→ (l(s), s) ∈ Γ верны соотношения (3.168) с заме-
ной δ0j на −δ0j .

Теорема 2. Пусть функция q = {q1, q2} ∈ B, qk ∈ C1(−1, 1) и q1, q2 удовле-
творяют соотношениям (3.175). Тогда

M [Φ[ q ], v] = 0, ∀ v ∈ C∞(sΠ) ∩ C∞0 (sΠ−) ∩ C∞0 (sΠ+). (3.189)

Доказательство. Так как выполняется равенство (3.164) и Φ1[ q ] + Φ2[ q ]

является бигармонической в полосе |y| < 1 функцией, то, применяя формулу
Грина, имеем

M0 [Φ1[ q ] + Φ2[ q ], v] =

=

∫ ∫
|y|<1

∆2(Φ1[ q ] + Φ2[ q ]) v dxdy = 0. (3.190)

Кроме того, для любой функции u ∈W 2

2,loc(sΠ) имеем равенство

M1[u, v] = 0, v ∈ C∞0 (sΠ). (3.191)

В частности, (3.191) имеет место и для функции u = Φ1[ q ]+Φ2[ q ]. Из (3.188),
(3.190), (3.191) заключаем, что для доказательства теоремы достаточно уста-
новить равенство

M0[Φ0[ q ], v] = −2M1[Φ0[ q ], v], v ∈ C∞0 (sΠ). (3.192)

Рассмотрим выражение M0[Φ0[ q ], v], v ∈ C∞0 (sΠ). Пусть функции

u± = Φ0[ q ](x, y), (x, y) ∈ Π±.

Применяя формулу Грина, с учетом леммы 4.3 получаем выражение

M0[Φ0q], v] = −
∫

Γ

(
∂u+

∂n
− (

∂u−

∂n
)∆v dΓ +

∫
Γ

(u+ − u−)
∂

∂n
∆v dΓ+

+

∫ ∫
Π−

u−∆2v dxdy +

∫ ∫
Π+

u+∆2v dxdy. (3.193)
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Отметим простую оценку

|S(x, y; t)| ≤ cr(x, y; t), (x, y) ∈ Π±. (3.194)

Далее, используя выражение (3.168) и теорему Фубини (на основании
(3.194)), получаем∫ ∫

Π−

u−∆2v dxdy +

∫ ∫
Π+

u+∆2v dxdy =

=
1

π

∫ 1

−1

{∫ ∫
|y|≤1

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
[(y − t) q1(t)+

+(x− l(t)) q2(t) + q0(t)]∆2v(x, y; t) dx dy
}
dt. (3.195)

При этом, используя соотношения

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
=

(
∂

∂x
− l
′
(t)

∂

∂y

)
ln r(x, y; t),

[(y − t) q1(t) + (x− l(t)) q2(t) + q0(t)]∆2v(x, y; t) =

= ∆{[(y − t) q1(t) + (x− l(t)) q2(t) + q0(t)]∆v − 2 q1(t)vy − 2 q2(t)vx},
1

π

∫ ∫
Π

∆v ln r(x, y; t) dxdy = 2v(l(t), t),

записываем следующее выражение для внутреннего интеграла в (3.195):

1

π

∫ ∫
|y|≤1

S(x, y; t)

r2(x, y; t)
[(y−t) q1(t)+(x−l(t)) q2(t)+q0(t)]∆2v(x, y; t)dxdy =

=

−2q0(t)

[
∂

∂x
− l
′
(t)

∂

∂y

]
∆v + 2q1(t)+

+ 2q2(t)
[
−2 l

′
(t) vxy + vxx − vyy

]
∣∣∣∣∣∣
(x,y)=(l(t), t)

. (3.196)

Таким образом, используя соотношения для (x, y) = (l(t), t) ∈ Γ:

2 q0(t) = (u+ − u−)
∣∣
Γ
,

2 q1(t) = (u+
y − u−y )

∣∣
Γ
,

2 q2(t) = (u+
x − u−x )

∣∣
Γ
,

(3.197)
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и подставляя выражение (3.196) в (3.195), получаем∫ ∫
Π−

u− ·∆2v dxdy+

∫ ∫
Π+

u+ ·∆2v dxdy=−
∫

Γ

(u+ − u−)
∂

∂n
∆v dΓ+

+

∫
Γ

(u+
y − u−y )(2vxydy − vyydx+ vxxdx)+

+

∫
Γ

(u+
x − u−x )(−2vxydy + vxxdy − vyydy). (3.198)

Далее, справедливо равенство∫
Γ

(
∂u+

∂n
− ∂u−

∂n

)
∆v dΓ =

=

∫
Γ

(
u+
x − u−x

)
∆v dy −

∫
Γ

(
u+
y − u−y

)
∆v dx,

поэтому из (3.193), (3.198) окончательно получаем соотношение

M0[Φ0[ q ], v] = 2

∫
Γ

(u+
y − u−y )(vxxdx+ vxydy)−

−2

∫
Γ

(u+
x − u−x )(vxydx+ vyydy) = −2M1[Φ0[ q ], v].

Теорема доказана.

Теорема 3. Уравнение (3.172) является однозначно разрешимым в банахо-
вом пространстве B и для его решений верна оценка

‖q‖B ≤ c‖h‖B (3.199)

с постоянной c > 0, не зависящей от вектора h ∈ B.
Доказательство. Согласно лемме 4.4 достаточно показать, что однородное

уравнение (3.172) не имеет нетривиальных решений в пространстве B. Пусть
q+Aq = 0 для некоторого вектора q ∈ B. Тогда согласно лемме 4.3, теореме 1
и предложению 1 получаем, что соответствующая функция

u+ = Φ[ q ] ≡ 0, (x, y) ∈ Π+.

Положим для ε > 0 функцию

wε(x, y) = χ(ε−1(x− l(y))u−(x− ε, y), x ∈ R, |y| < 1, (3.200)

где χ ∈ C∞(R) – некоторая фиксированная функция такая, что

χ(x) ≡ 1 при x ≤ 0, χ(x) ≡ 0 при x ≥ 1/2.
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Тогда имеем
‖u− − wε‖W2

2 (Π−) → 0, ε→ 0. (3.201)

Из определения (3.200) и свойств функции χ вытекает (см. [242, § 5.4]),
что найдется такая функция vε ∈ C∞0 (sΠ), где полоса sΠ = {x ∈ R, |y| ≤ 1}, для
которой верна оценка

‖wε − vε‖W2
2 ( sΠ) ≤ ε. (3.202)

По теореме 2, примененной к сопряженной функции svε, ε > 0, учитывая тож-
дество u+ ≡ 0, получаем равенство∫ ∫

Π−

{(u−yy − (u−xx)((svε)yy − (svε)xx) + 4u−yx(svε)yx} dxdy = 0. (3.203)

Тогда, устремляя в (3.203) ε → 0 и учитывая оценки (3.201), (3.202), имеем
равенство ∫ ∫

Π−

{|u−yy − u−xx|2 + 4|u−xy|2} dxdy = 0.

Таким образом, функция u−xy(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Π−, откуда получаем, что
u−(x, y) = a(x) + b(y), (x, y) ∈ Π−. Отсюда с учетом соотношений

u− → 0, x→∞, u−(x,±1) = 0, x < 0,

заключаем, что u− ≡ 0, (x, y) ∈ Π−. Тогда из (3.197) получаем утверждение:
qk(t) ≡ 0, k = 1, 2. Теорема доказана.

3.5.3 Сформулируем и докажем основной результат данного параграфа
об однозначной разрешимости граничной задачи (3.134).

Теорема 4. Для любых функций f , g, удовлетворяющих условиям (3.135),
существует и является единственным решение u ∈ C4(Π+) ∩ C1(ĚΠ+) гранич-
ной задачи (3.134). Это решение имеет вид u = Φ[ q ] с вектор-функцией q ∈ B,
однозначно определяемой из уравнения (3.172) с правой частью (3.173), и до-
пускает при x > L, |y| ≤ 1 разложение (3.162) с коэффициентами ak из (3.163),
причем выполняется оценка

|ak| ≤ c0(ln k + 1)−1 exp (πLk/2) {‖f‖C1[−1,1] + ‖g‖C[−1,1]}, (3.204)

где постоянная c0 > 0 не зависит от f , g. Существует такая постоянная c > 0,
что для решений граничной задачи (3.134) выполняется оценка (3.174).

Доказательство. Согласно теореме 1 из § 3.4 и теореме 3 для доказатель-
ства достаточно показать единственность решения граничной задачи (3.134).
Для этого используем прием из [344,407].

Пусть u – решение однородной граничной задачи (3.134). Тогда [362, с. 235]
для любого ε > 0 функция uε(x, y) := u(x + ε, y) принадлежит ∈ Ck(sΠ+),
k = 0, 1, . . . . При этом uε является решением граничной задачи (3.134) с
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граничными данными

f = fε := u(l(y) + ε, y), g = gε :=
∂u

∂n
(l(y) + ε, y),

причем {f
′
ε , gε} ∈ B. Тогда (см. теорему 2 и предложение 1) функции uε долж-

на иметь вид (3.161) и поэтому справедлива оценка

‖uε‖C1( ĚΠ+) ≤ c
{
‖fε‖C1[−1,1] + ‖gε‖C[−1,1]

}
с постоянной c > 0, которая не зависит от ε > 0. Устремляя ε→ 0, заключаем,
что u ≡ 0, (x, y) ∈ Π+.

Теорема доказана.

Объединяя оценки (3.174), (3.204), с учетом (3.162) и (3.140) получаем,
что для решений граничной задачи (3.134) выполняется оценка

|u(x, y)|+ |∇u(x, y)| ≤ c {‖f‖C1 + ‖g‖C} exp (−δx), (3.205)

x ≥ 0, |y| ≤ 1, δ = min
k=1,2,...

Imλk,

с постоянной c > 0, не зависящей от граничных данных f , g, удовлетворяю-
щих условиям (3.135). Оценка (3.205) уточняет принцип максимума (3.174) с
учетом наличия в области Π+ бесконечно удаленной точки.

Отметим, что постановка условия на бесконечности в (3.134) допускает
и другие, менее ограничительные, по сравнению с требованием конечности
величины ‖u‖C1( sΠ+), варианты (см. [192, 193]). В идейном плане основной
момент проведенных рассмотрений при сведении граничной задачи (3.134)
к системе интегральных уравнений состоит в построении функций Qj(x, y; t),
j = 1, 2, а именно в перенесении конструкцииШермана–Лауричеллы на случай
полуполосы. Относительно других способов сведения граничных задач для
бигармонического уравнения в областях с конечной границей к граничным
интегральным уравнениям см. [158, c. 203], [163, гл. 3, § 2], [195,204].

Рассмотрения предыдущего и данного параграфов могут быть обобще-
ны на случай функции l(y) с более общими условиями чем l ∈ C2, l(±1) =

= l
′
(±1) = 0. Для этого следует привлечь результаты Радона и их обобщения,

связанные с теорией потенциала [15], [97, гл. 4], [210].
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ГЛАВА 4

МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ
УПРУГОСТИ И АКУСТИКИ

В данной главе рассмотрено использование метода суперпозиции при по-
строении решений некоторых линейных плоских задач теории упругости и аку-
стики.

В § 4.1 и § 4.2, аналогично рассмотрениям § 3.1, изучены плоские стати-
ческие задачи теории упругости для полуполосы – задача в напряжениях и
смешанная граничная задача. Стационарные динамические граничные задачи
теории упругости для полуполосы и четверть-плоскости рассмотрены в § 4.3 и
§ 4.4.

В § 4.5 приведен, в частности, сравнительно новый подход к построению
решения плоской граничной задачи Неймана для уравнения Гельмгольца во
внешности прямолинейно-круговой луночки. Этот подход основан на совмест-
ном использовании метода суперпозиции (метода частичных областей) и клас-
сического принципа отражения для решений уравнения Гельмгольца через пря-
молинейный отрезок. Задачи об акустическом волноводе и об излучении звука
конечной цилиндрической оболочкой рассмотрены в § 4.6 и § 4.7.

Основные результаты главы изложены в публикациях [18,61,63,65,67,72].

4.1 Плоская задача о деформировании упругой полуполосы

4.1.1 Рассмотрим плоскую задачу теории упругости для изотропной од-
нородной полуполосы x > 0, |y| < 1, находящейся под воздействием силовой
нагрузки на торце x = 0, |y| < 1. Поле напряжений σx, σy, τxy удовлетворяет
системе уравнений равновесия и совместности деформаций

∂σx
∂x

+
∂τxy
∂y

= 0,
∂τxy
∂x

+
∂σy
∂y

= 0, ∆ (σx + σy) = 0 (4.1)

и граничным условиям

σy(x,±1) = τxy(x,±1) = 0, x > 0,
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§ 4.1 Деформирование упругой полуполосы 181

σx(0, y) = f(y), τxy(0, y) = g(y), |y| < 1 (4.2)

(см. [197, § 15]). В дополнение к (4.1), (4.2) требуется выполнение условия
убывания поля напряжений на бесконечности и условия конечности упругой
энергии в окрестностях угловых точек полуполосы. В рамках метода суперпо-
зиции сформулированная граничная задача рассматривалась многими автора-
ми (см., например, [87, § 8], [336]). Однако ранее построенные выражения не
получили должного математического обоснования, не были также полностью
использованы потенциальные возможности метода суперпозиции. Здесь такие
возможности реализуются на примере продольной деформации полуполосы,
т. е. когда выполняются условия симметрии

f(y) = f(−y), g(y) = −g(−y), |y| < 1.

Далее в этом параграфе на функции f , g накладываются условия

f ∈ C 3[−1, 1], g ∈ C 3[−1, 1],

∫ 1

−1

f(y) dy = 0, (4.3)

где равенство нулю интеграла от f(y) означает выполнение требования само-
уравновешенности приложенной нагрузки.

Следуя общей схеме метода суперпозиции, компоненты поля напряжений,
удовлетворяющие системе уравнений (4.1), представим в виде

σx(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

X(s)
U1(s, y)

s cosh2 s
sin(sx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n(Ynx− fn) exp (−βnx) cos(βny),

σy(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

X(s)
U2(s, y)

s cosh2 s
sin(sx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n
[
(2β−1

n − x)Yn + fn
]

exp (−βnx) cos(βny), (4.4)

τxy(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

X(s)
U3(s, y)

s cosh2 s
cos(sx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n
[
(β−1
n − x)Yn + fn

]
exp (−βnx) sin(βny),

где
βn = π(n− 1/2), n = 1, 2, . . .

и

f(y) =

∞∑
n=1

(−1)nfn cos(βny), g(y) =

∞∑
n=1

(−1)ngn sin(βny). (4.5)
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182 МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ В ЗАДАЧАХ

При этом введены обозначения для функций

U1(s, y) = (s sinh s− 2 cosh s) cosh(sy)− sy cosh s sinh(sy),

U2(s, y) = s(− sinh s cosh(sy) + y cosh s sinh(sy)), (4.6)

U3(s, y) = (cosh s− s sinh s) sinh(sy) + sy cosh s cosh(sy).

Предполагается, что в выражениях (4.4) ограниченные функция
X(s) ∈ L∞(R) и последовательность {Yn} ∈ l∞ являются неизвестными. При
этом, непосредственно из (4.4)–(4.6) получаем формальное выполнение требу-
емых равенств

σx(0, y) = f(y), σy(x,±1) = 0.

Тогда выполнение граничных условий из (4.2) для касательного напряжения
τxy с учетом равенства (3.10) и разложений в ряды Фурье функции cosh в
знаменателе левых частей следующих двух равенств – без аргумента

sinh(sy)

s cosh s
= −2

∞∑
n=1

(−1)n

s2 + β2
n

sin(βny), |y| ≤ 1,

y
cosh(sy)

cosh s
=2

∞∑
n=1

(−1)n

s2+β2
n

 2s2

s2 + β2n
−1−tanh s

)
sin(βny), |y| ≤ 1,

приводит к следующей системе интегроалгебраических уравнений:

X(s)
(

tanh s+
s

cosh2s

)
= 4s3

∞∑
n=1

Yn

(s2+β2
n)2 +2s

∞∑
n=1

βnfn
s2+β2

n

,

Yn =
4β3

n

π

∫ ∞
0

X(s)

(s2 + β2
n)2 ds+ βn(gn − fn), n = 1, 2, . . . .

(4.7)

Линейная система интегроалгебраических уравнений (4.7) очевидным об-
разом сводится к интегральному уравнению

X(s)− 16s3 cosh2 s

π∆(s)

∫ ∞
0

∞∑
n=1

β3
n X(t)

(s+ β2
n)2(t+ β2

n)2
dt =

=
2s sinh2 s

∆(s)

∞∑
n=1

(β2
n − s2)βnfn + 2s2βngn

(s2 + β2
n)2

, s > 0, (4.8)

где функция ∆(s) = sinh s cosh s+ s.
В силу равенства

1− 16s3 coshs

π∆(s)

∫ ∞
0

∞∑
n=1

β3
n

(s2 + β2
n)2(t2 + β2

n)2
dt =

2s

∆(s)
, s ≥ 0, (4.9)



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 4.1 Деформирование упругой полуполосы 183

интегральное уравнение (4.8) является регулярным (см. (2.5)). Однако при
этом экспоненциальное стремление к нулю функции s/∆(s) при s → ∞ из
выражения (4.9) не позволяет сделать содержательных выводов относительно
разрешимости и асимптотических свойств ограниченных решений уравнения
(4.8), если ограничиться теорией регулярных уравнений. В работе [87] в ана-
логичной ситуации наряду с теорией регулярных уравнений использованы рас-
суждения физического характера, связанные с априорными свойствами глад-
кости решения исходной задачи теории упругости. В данном параграфе для
получения утверждений о разрешимости и асимптотических свойствах огра-
ниченных решений интегрального уравнения (4.8) используется методика и
результаты из § 2.1

Как и в случае уравнения (3.21), ядро

Q(s, t) =
16 s3 cosh2 s

π∆(s)

∞∑
n=1

β3
n

(s+ β2
n)2(t+ β2

n)2

интегрального уравнения (4.8) представляется в виде Q = Q0 +Q1 (см. 3.27),
так что ядра Q0(s, t), Q1(s, t) удовлетворяют условиям (2.2)–(2.4) с последова-
тельностью чисел tn = n−1/2, n = 1, 2, . . . и значениями параметров: ν0 = 2,
ν1 = 3, ν2 = 1, ν3 > 0 – любое, а ν4 – любое число, меньшее трех. При этом
функции Φ1(γ), Φ2(γ) и D(γ) имеют тот же вид, что и в § 3.1 (см. (3.28)).
Тогда использование результатов § 2.2 приводит к следующему утверждению.

Теорема 1. Для любых начальных данных f , g, удовлетворяющих усло-
виям (4.3), интегральное уравнение (4.8) имеет единственное непрерывное и
ограниченное при s ≥ 0 решение X(s). При этом для X(s) и последователь-
ности

Xn =
4β3

n

π

∫ ∞
0

X(s) ds

(s2 + β2
n)2

, n = 1, 2, . . . (4.10)

справедливы представления для любого σ ∈ (1, σ0):

X(s) = a+
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)s−γ dγ, s > 0,

Xn = a+
2g′(1)

βn
+

+
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

(γ + 1)

cos(πγ/2)
β−γn dγ, n = 1, 2, . . . ,

(4.11)

где a – постоянная, число σ0 ∈ (1, 2) определено согласно, (3.29), а M(γ) –
аналитическая в полосе Re γ ∈ (1, σ0) функция с оценками

|M(γ)| ≤ cσ exp (−d|Im γ|), Re γ ∈ (1, σ), d > 0.
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Из теоремы 1 в частности вытекает, что для любого значения σ ∈ (1, σ0)

справедливы асимптотические равенства

X(s) = a+ O(s−σ), s→∞,

Xn = a+
2g
′
(1)

βn
+ O(n−σ), n→∞. (4.12)

Отметим, что в рассматриваемой ситуации представляется возможным апри-
орное определение постоянной a из выражений (4.11), (4.12). А именно, спра-
ведливо следующее утверждение.

Лемма 1. Постоянная a из утверждения теоремы 1 определяется равен-
ством

a = −f(1)− π

2
g (1). (4.13)

Доказательство. Для доказательства равенства (4.13) используем теоре-
му 3 из § 2.1

Непосредственные вычисления показывают, что для интегрального уравне-
ния (4.8) соответствующее союзное однородное уравнение

Y (s)−
∫ ∞

0

Q(t, s)Y (t) dt = 0, s > 0,

(см. утверждения леммы 2 из § 2.2) имеет нетривиальное решение

Y (s) =
∆(s)

s sinh2 s
∈ B0,1,

а соответствующая уравнению (4.8) функция q0(s) (см. п. 4 из § 2.2 и равенство
(4.9)) имеет вид

q0(s) =
2s

∆(s)
, s > 0.

Тогда по утверждению (2.34) получаем для постоянной a выражение

a =

∫ ∞
0

∞∑
n=1

(β2
n − s2)βnfn + 2s2βngn

(s2 + β2
n)2

ds =

= −f(1)

∫ ∞
0

ds

cosh2 s
+
π

2

∞∑
n=1

gn = −f(1)− π

2
g(1).

Лемма доказана.

Таким образом, из (4.12), (4.13) с учетом соотношений

fn = −2f(1)β−1
n + O(n−3), gn = −2g

′
(1)β−2

n + O(n−3), n→∞,
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вытекает, что справедливы асимптотические представления

X(s) = −f(1)− π

2
g(1) + O(s−σ), s→∞,

Yn = Xn + βn(gn − fn) = f(1)− π

2
g(1) + O(n−σ), n→∞. (4.14)

Отметим, что знание асимптотик (4.14) позволяет существенно улучшить схо-
димость рядов и интегралов в выражениях (4.4) для определения напряжений
в окрестности границы полуполосы и, в частности, вблизи угловых точек.

Вычисляя, на основании теоремы Коши о вычетах, значения интегралов
при x > 0, y ∈ (−1, 1):

1

π

∫ ∞
0

U1(s, y)

s cosh2 s
sin(xs) ds=

1

2πi
lim
ε→0

{∫ −ε
−∞

+

∫ ∞
ε

}
U1(s, y)

s cosh2 s
eixs ds =

= −1−
∞∑
n=1

(−1)n(2β−1
n + x) exp (−βnx) cos(βny),

1

π

∫ ∞
0

U2(s, y)

s cosh2 s
sin(xs) ds =

1

2πi

∫ ∞
−∞

U2(s, y)

s cosh2 s
eixs ds =

= x

∞∑
n=1

(−1)n exp (−βnx) cos(βny),

1

π

∫ ∞
0

U3(s, y)

s cosh2 s
cos(xs) ds =

1

2π

∫ ∞
−∞

U3(s, y)

s cosh2 s
eixs ds =

−
∞∑
n=1

(−1)n(β−1
n + x) exp (−βnx) sin(βny),

и используя значения сумм [207, с. 640]

S1(x, y) :=−x
∞∑
n=1

(−1)n exp (−βnx)cos(βny)=x
cosh

(
π
x

2

)
cos
(
π
y

2

)
cosh(πx)+cos(πy)

,

S2(x, y) :=−x
∞∑
n=1

(−1)n exp (−βnx) sin(βny)=x
sinh

(
π
x

2

)
sin
(
π
y

2

)
cosh(πx)+cos(πy)

,

S3(x, y) :=−
∞∑
n=1

(−1)nβ−1
n exp (−βnx) cos(βny)=

1

π
arctg

cos
(
π
y

2

)
sinh

(
π
x

2

) ,
после несложных преобразований, с учетом представлений (4.14), получаем
для напряжений из (4.4) выражения

σx = f(1)− πg(1)(S1(x, y) + S3(x, y)− 1/2) + I1(x, y),
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σy = πg(1)(S1(x, y)− S3(x, y)) + I2(x, y), (4.15)

τxy = −πg(1)S2(x, y) + I3(x, y).

Здесь использованы выражения

I1(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

(X(s)− a)
U1(s, y)

s cosh2 s
sin(xs) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n


Yn − f(1) +

π

2
g(1)

x−
−

fn +
2

βn
f(1)

 exp (−βnx) cos(βny),

I2(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

(X(s)− a)
U2(s, y)

s cosh2 s
sin(xs) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n
{(

2

βn
− x
)[

Yn − f(1) +
π

2
g(1)

]
+

[
fn +

2

βn
f(1)

]}
×

× exp (−βnx) cos(βny),

I3(x, y) =
1

π

∫ ∞
0

[X(s)− a]
U3(s, y)

s cosh2 s
cos(xs) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n
{(

1

βn
− x
)[

Yn − f(1) +
π

2
g(1)

]
+

[
fn +

2

βn
f(1)

]}
×

× exp (−βnx) sin(βny).

При этом, учитывая (4.14) и (4.7), получаем, что функции Ij(x, y), j = 1, 2, 3,
являются непрерывными при x = 0, y = 1, причем

I1(x, y) = O(ρ), I2(x, y) = O(ρ),

I3(x, y) = g(1) + O(ρ), ρ→ 0,

(4.16)

где полярные координаты (ρ, θ) в окрестности точки x = 0, y = 1:

x = ρ cos θ, y = 1− ρ sin θ, θ ∈ [0, π/2].

Тогда из (4.15), (4.16) получаем следующее представление для поля напряже-
ний в окрестности угловой точки:

σx = f(1) +
g(1)

2
(π − sin 2 θ − 2 θ) + O(ρ), ρ→ 0,

σy =
g(1)

2
(sin 2 θ − 2 θ) + O(ρ), ρ→ 0, (4.17)
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τxy = g(1) sin2 θ + O(ρ), ρ→ 0.

Асимптотические соотношения (4.17), взятые для значений угла θ = 0 и
θ = π/2, показывают, что при g(1) 6= 0, т. е. при нарушении условия парно-
сти касательных напряжений в угловой точке, нормальные напряжения σx, σy
терпят разрыв на величину πg(1)/2. Этот результат, как и формулы (4.17), пол-
ностью согласуются с выводом работы [325], относящемся к случаю упругой
четверть-плоскости с аналогичными (4.2) условиями нагружения на границе.

Теорема 1 заключает в себе основу для исследования построенного реше-
ния граничной задачи (4.1), (4.2) в виде (4.4). Методика такого исследования
изложена в § 3.1 и § 3.3 на примере бигармонической задачи. Здесь без дока-
зательства сформулируем один из результатов, относящихся к задаче (4.1),
(4.2).

Теорема 2. При выполнении условий (4.3) поле напряжений (4.4) при x >
0, |y| ≤ 1 допускает разложение в ряд по однородным решениям(

σx(x, y)

τxy(x, y)

)
=

∞∑
k=1

ak

(
U1(x, y)

iU3(x, y)

)
exp (iλkx), (4.18)

∆(λk) = 0, Imλk > 0, k = 1, 2, . . . ,

где коэффициенты ak имеют вид

ak =
1

cosh2 λk
×

×
∞∑
n=1

2λ2
k(Xn + βngn) + βn(β2

n − λ2
k)fn

(λ2
k + β2

n)2
, k = 1, 2, . . . , (4.19)

и последовательность Xn определяется посредством единственного решения
X(s) ∈ L∞(R+) интегрального уравнения (4.8) согласно выражению (4.10).

На основании (4.19), (4.11), (4.13) можно показать справедливость следу-
ющего утверждения.

Следствие 1. Для коэффициентов ak разложения (4.18) верна асимптотика

ak =
π

2
g(1)λ−2

k + O(k−3), k →∞. (4.20)

Вопрос о справедливости разложения (4.18) на торце полуполосы и, в част-
ности, вопрос о двукратном разложении(

f(y)

g(y)

)
=

∞∑
k=1

ak

(
U1(x, y)

iU3(x, y)

)
, |y| < 1, (4.21)

будет рассмотрен в главе 5.
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4.2 Смешанная граничная задача для полуполосы

4.2.1 Рассматривается смешанная плоская граничная задача для упругой
изотропной полуполосы x > 0, |y| < 1 со свободными от напряжений боко-
выми сторонами и заданными смещениями на торце. Требуется найти вектор
смещений

~u = {ux(x, y), uy(x, y)},
удовлетворяющий в полуполосе однородной системе уравнений Ламе

∆ ~u+ (1− 2ν)−1∇div ~u = 0 (4.22)

(ν ∈ (0, 1/2) – коэффициент Пуассона материала полуполосы) и граничным
условиям

σy(x,±1) = τxy(x,±1) = 0, x > 0,

ux(0, y) = f(y), uy(0, y) = g(y), |y| < 1,

(4.23)

где поле напряжений согласно закону Гука имеет вид

1

2G
σx =

∂ux
∂x

+
ν

1− 2ν

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
,

1

2G
σy =

∂uy
∂y

+
ν

1− 2ν

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
, (4.24)

1

2G
τxy =

1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
и G – модуль сдвига материала. Дополнительно требуется выполнение усло-
вия конечности общей упругой энергии в полуполосе [41], что обеспечивает
единственность решения граничной задачи (4.22), (4.23).

Для простоты остановимся на анализе симметричной задачи. Предпола-
гаем, что вещественные функции f, g удовлетворяют условиям симметрии и
гладкости:

f(y) = f(−y), g(y) = −g(−y), f ∈W 3
p , g ∈W 3

p , 1 < p <∞. (4.25)

Решение граничной задачи (4.22), (4.23) по методу суперпозиции представ-
ляем, аналогично рассмотрениям § 3.1 и § 4.1, в виде

ux(x, y) =
2

π

∫ ∞
0

X(s)
Ux(s, y)

cosh2 s
sin(sx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n(Ynx− fn) exp (−βnx) cos(βny),
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uy(x, y) =
2

π

∫ ∞
0

X(s)
Uy(s, y)

cosh2 s
cos(sx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n{[(3− 4ν)β−1
n − x]Yn + fn} exp (−βnx) sin(βny), (4.26)

где последовательности βn, fn, gn такие же, как и в предыдущем параграфе,
а функции

Ux(s, y)=

(
sinh s−2

1−ν
s

cosh s

)
cosh sy−y cosh s sinh sy,

Uy(s, y)=−
(

sinh s+
1−2ν

s
cosh s

)
sinh sy+y cosh s cosh sy.

(4.27)

Тогда из (4.26) и (4.24) для напряжений получаем выражения

1

2G
σx(x, y) =

2

π

∫ ∞
0

X(s)
U1(s, y)

cosh2 s
cos(sx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n{[(1− 2ν)− βnx]Yn + βnfn} exp (−βnx) cos(βny),

1

2G
σy(x, y) =

2

π

∫ ∞
0

X(s)
U2(s, y)

cosh2 s
cos(sx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n{[(3− 2ν)− βnx]Yn + βnfn} exp (−βnx) cos(βny), (4.28)

1

2G
τxy(x, y) = − 2

π

∫ ∞
0

X(s)
U3(s, y)

cosh2 s
sin(sx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n{[2(1− ν)− βnx]Yn − βnfn} exp (−βnx) sin(βny)

с функциями Uj(s, y), j = 1, 2, 3, определенными согласно равенствам (4.6).
При этом граничные условия для σy, ux выполняются в силу выражений (4.26),
(4.28), а выполнение граничных условий для τxy, uy приводит к следующей си-
стеме линейных интегроалгебраических уравнений относительно неизвестных
функции X(s) ∈ L∞(R+) и последовательности {Yn}∞n=1 ∈ l∞:

∆(s)

cosh2 s
X(s) = −2 s

∞∑
n=1

Qn(s)Yn
(s2 + β2

n)2
+ s

∞∑
n=1

βnfn
s2 + β2

n

, s > 0,

(3− 4ν)Yn = (4.29)

=
8βn
π

∫ ∞
0

Qn(s)X(s)

(s2 + β2
n)2

ds+ βn(gn − fn), n = 1, 2, . . . ,
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где функции

∆(s) = sinh s cosh s+ s, Qn(s) = νβ2
n − (1− ν)s2.

Система уравнений (4.29) для любого ν ∈ (0, 1/2) является вполне регу-
лярной, поскольку справедливы оценки

2s cosh2 s

∆(s)

∞∑
n=1

|Qn(s)|
(s2 + β2

n)2
≤ 1

2
, s ≥ 0,

8βn
π(3− 4ν)

∫ ∞
0

|Qn(s)|
(s2 + β2

n)2
ds ≤ 2

π
, n = 1, 2, . . . .

Отсюда, а также из (4.29) и [126, c. 38–39] следует, что при выполнении оценки
на коэффициенты Фурье заданных смещений

|fn|+ |gn| = O(n−1), n→∞

(в частности, при условиях (4.25)) система уравнений (4.29) имеет единствен-
ное решение X(s), {Yn}∞n=1 из пространства L∞(R+)⊕l∞. Это решение может
быть получено методом последовательных приближений.

Как отмечалось в [87,92], свойства ограниченности решения системы урав-
нений (4.29) недостаточно для того, чтобы можно было утверждать о предста-
вимости решения смешанной граничной задачи в виде (4.26). Для получения
такого утверждения, а также для полного описания напряженно-деформиро-
ванного состояния полуполосы в окрестностях угловых точек на основании
выражений (4.28) необходимо определить асимптотическое поведение неиз-
вестных X(s), Yn при s→∞ и n→∞ соответственно.

Исследование асимптотических свойств неизвестных системы уравнений
(4.29) проводится на основании рассмотрений § 2.1. Система уравнений (4.29)
сводится к интегральному уравнению

X(s) +
16s cosh2 s

π(3− 4ν)∆(s)

∫ ∞
0

∞∑
n=1

βnQn(s)Qn(t)

(s2 + β2
n)2(t2 + β2

n)2
X(t)dt =

=
s cosh2 s

(3− 4ν)∆(s)

[
(3− 4ν)× (4.30)

×
∞∑
n=1

βnfn
s2 + β2

n

− 2

∞∑
n=1

βnQn(s)(gn − fn)

(s2 + β2
n)2

]
, s > 0.

При этом, соответствующее ядро Q(s, t) из уравнения (4.30) можно записать
в виде

Q(s, t) = Q0(s, t) +Q1(s, t), Q1(s, t) =

[
cosh2 s

∆(s)
− 1

]
Q0(s, t),



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 4.2 Смешанная граничная задача для полуполосы 191

где для Q0(s, t) справедливо представление (2.2) с функциями

φ 1(λ) =
16λ[(1− ν)λ2 − νπ2]

π(3− 4ν)(λ2 + π2)2
,

φ 2(λ) =
πλ[νπ2λ2 − (1− ν)]

(π2λ2 + 1)2
, Reλ > 0,

и последовательностью tn = n− 1/2, n = 1, 2, . . . . При этом (см. соответству-
ющие оценки (2.3), (2.4)) параметры ν0 = 0, ν1 = ν2 = 1, ν3 > 0 – любое,
а ν4 – любое число, меньшее единицы. Для преобразований Меллина Φ1(γ),
Φ2(γ) и функции D(γ) получаем при Re γ ∈ (−1, 1) выражения

Φ1(γ) = 4πγ−1 1− 2ν + γ

(3− 4ν) cos(πγ/2)
, Φ2(γ) = 4π1−γ 2ν − 1 + γ

4 cos(πγ/2)
,

D(γ) =
D0(γ)

(3− 4ν) cos2(πγ/2)
,

D0(γ) = (3− 4ν) cos2(πγ/2)− (1− 2ν)2 + γ2.

Отметим, что корни функции D0(γ) совпадают с корнями уравнения, по-
лученного в [275] при рассмотрении смешанной граничной задачи статиче-
ской теории упругости для четверть-плоскости. В полосе Re γ ∈ [0, 1] четная
функция D0(γ) имеет единственный простой корень α = α(ν) ∈ (1/2, 1). Пусть
α1 > 1 – реальная часть следующего за α по возрастанию реальных частей
корня D0(γ), а σ – произвольное число из интервала (1,min(2, α1)). Тогда ис-
пользование методики и результатов § 2.1 дает возможность утверждать, что
справедлива следующая теорема.

Теорема 1. При выполнении условий (4.25) для ограниченного решения
системы уравнений (4.29) верны асимптотические равенства

X(s) = − f(1)

2(1− ν)
+ as−α + O(s−σ), s→∞,

Yn =
f(1)

1− ν + bβ−αn + O(n−σ), s→∞,
(4.31)

где a, b – вещественные постоянные, связанные соотношением

b =
2(2ν + α− 1)

(3− 4ν) cos(πα/2)
a.

При этом последовательность Yn допускает представление

Yn =
(1− 2ν)(1− ν)−1f(1) + βn(gn − fn) + 2g

′
(1)β−1

n

3− 4ν
+
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+ b β−αn +
1

πi(3− 4ν)

∫ σ+i∞

σ−i∞
M̂(γ)

2ν + γ − 1

cos(πγ/2)
β−γn dγ, (4.32)

с аналитической в полосе Re γ ∈ (1, σ) функцией M̂(γ), допускающей оценки
|M̂(γ)| ≤ cσ exp (−d |Im γ|), для некоторого d > 0.

Доказательство. Пусть X(s), Yn – ограниченное решение системы урав-
нений (4.29). Тогда функция X(s) является непрерывной при s ≥ 0, одна-
ко в общем случае X(0) 6= 0. Поэтому для исследования асимптотики X(s)

при s → ∞ следует рассмотреть преобразование Меллина функции X0(s) =

= X(s)−X(0). Тогда, следуя пунктам 2, 3 из § 2.1, для преобразования Мел-
лина M̂(γ) = M [X0](γ) получаем соотношение

D0(γ)M̂(γ) = −4 (1− ν)2πγ(1− γ) ζ(1− γ, 1/2)X(0) cos(πγ/2)+

+
{
πγ(2ν + γ − 2) ζ(1− γ, 1/2)f(1)πγ−1(2ν + γ − 1) ζ(2− γ, 1/2)g

′
(1)−

−πγ−2(2ν + γ − 2) ζ(3− γ, 1/2)f
′′

(1) +R(γ)
}
−

−π
γ(2ν − γ − 1)

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M̂(ξ)

(2ν + ξ − 1) ζ(ξ − γ + 1, 1/2)

πξ cos(πξ/2)
dξ,

− 1 < σ1 < Reγ < 0, (4.33)

где R(γ) – некоторая аналитическая и равномерно ограниченная в поло-
се Re γ ∈ (−1 + δ, 3− 1/p) (для любого достаточно малого δ > 0) функ-
ция. Выражение (4.33) дает мероморфное продолжение функции D0(γ)M̂(γ),
Re γ ∈ (σ1, 0), в полосу Re γ ∈ (σ1, σ), откуда на основании формулы обраще-
ния Меллина получаем утверждения (4.31), (4.32).

Теорема доказана.

Теорема 1 позволяет дать обоснование формул (4.26) как таких, что дают
решение граничной задачи (4.22), (4.23) (см. § 3.1), в частности, справедливо
соотношение

‖ux(x, y)− f(y)‖C[−1,1] + ‖uy(x, y)− g(y)‖C[−1,1] → 0, x→ 0.

Кроме того, утверждение (4.31) позволяет применить при численном анализе
системы уравнений (4.29) эффективный метод улучшенной редукции [87,92].

Отметим, что первые члены асимптотик из (4.31) обусловлены спосо-
бом построения решения, а не существом рассматриваемой граничной задачи
(4.22), (4.23). Их наличие связано с тем обстоятельством, что в выражении
(4.26) для uy ряд с общим слагаемым, содержащим fn в случае f(1) 6= 0

имеет логарифмическую особенность при x → 0, y → ±1, которая и устраня-
ется с помощью первых членов асимптотик X(s), Yn, не внося особенностей в
общее выражение для компоненты ux. Вторые члены асимптотик (4.31) отра-
жают физическую сущность рассматриваемой смешанной граничной задачи
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и имеют типичную [275] степенную зависимость с показателем α. Значение
постоянной a (или b) должно определяться численным образом (в отличие от
постоянной a из § 4.1) при решении системы уравнений (4.29) методом улуч-
шенной редукции. В отличие от [92, § 9.3] здесь асимптотика неизвестных
(4.31) получена с оценками остаточных членов.

На основании (4.31) нетрудно выделить особенность в поле напряжений
(4.28) в случае, когда постоянная a 6= 0. Действуя аналогично [87, § 8], полу-
чаем следующие соотношения на защемленном торце x = 0 при y → 1:

σx(0, y) = c (1− ν)(2ν − α− 2)(1− y)α−1 + O(1),

σy(0, y) = c ν(2ν − α− 2)(1− y)α−1 + O(1), (4.34)

τxy(0, y) = c (2ν + α− 2) tan(πα/2)(1− y)α−1 + O(1),

где постоянная
c = 8GaΓ(1− α)/[π(3− 4ν)].

4.3 Гармонические волны в полубесконечном слое

Рассматривается плоская задача о возбуждении продольных волн Лэмба в
полубесконечном упругом слое X > 0, |Y | < d при действии силовых нагрузок
на торце и свободных от напряжений боковых гранях [91, § 7.2]. Для просто-
ты рассмотрений касательную нагрузку будем считать отсутствующей. Тогда
граничная задача для нахождения вектора смещений

~u = {ux(x, y), uy(x, y)}

в безразмерных координатах x = X/d, y = Y/d имеет вид

∆ ~u+ (1− 2ν)−1∇div ~u+G−1ρω2~u = 0, x > 0, |y| < 1,

σy(x,±1) = τxy(x,±1) = 0, x > 0, (4.35)

σx(0, y) = 2Gf(y), τxy(0, y) = 0, |y| < 1.

Здесь изотропный материал слоя характеризуется модулем сдвига G, коэффи-
циентом Пуассона ν ∈ (0, 1/2) и плотностью ρ > 0, а гармонический множи-
тель exp (−iωt) всюду опускается. Поле напряжений σx, σy, τxy определяется
согласно выражениям (4.24). Пусть cl, ct – скорости распространения продоль-
ных и поперечных волн в слое [91]. Определим, как обычно, безразмерные
частоты колебаний

Ω1 = ωd/cl, Ω2 = ωd/ct.

В большинстве публикаций вычислительного характера решение задачи
(4.35) анализируется на основании метода собственных функций (см. [91,
§ 5.1, § 7.2]). Эффективность реализации этого метода во многом затрудне-
на сложностью структуры нормальных мод слоя и требует вспомогательных



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

194 МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ В ЗАДАЧАХ

вычислений, связанных с комплексными корнями дисперсионного определите-
ля Рэлея–Лэмба. Отличительной чертой метода суперпозиции является отно-
сительная простота свойств бесконечной алгебраической системы уравнений,
к которой сводится соответствующая граничная задача. Однако использова-
ние метода суперпозиции в динамических задачах теории упругости для полу-
бесконечного слоя наталкивается на трудности, связанные с необходимостью
выполнения условий излучения на бесконечности [91, § 5.1]. При этом фор-
мальные выкладки по сведению граничной задачи к интегроалебраической
системе уравнений приводят к наличию в системе сингулярных интегралов. В
данном параграфе показано, что использование принципа предельного погло-
щения [12, § 1] дает возможность провести корректную алгебраизацию гранич-
ной задачи (4.35), основанную на методе суперпозиции. При этом, на осно-
вании рассмотрений § 3.3 возможно осуществлять переход от представления
решения граничной задачи (4.35) к представлению вектора ~u в виде ряда по
нормальным волнам Рэлея–Лэмба.

Решение граничной задачи (4.35) по методу суперпозиции строим с уче-
том принципа предельного поглощения. Вначале рассматривается среда с по-
глощением [12, § 1], так что Im Ωj = εj > 0, j = 1, 2, после чего решение для
идеально упругой среды получаем в результате предельного перехода εj → 0,
j = 1, 2.

Для среды с поглощением решение ~u ищем в виде

ux = iA0 Ω1 exp (iΩ1 x) +
1

2πi

∫ ∞
−∞

X(s)Ux(s, y) exp (isx) ds+

+

∞∑
k=1

(−1)kα−1
k Yk

[
α2
k + q2

2

2αk
exp (−q1x)− αk exp (−q2x)

]
cos(αky), (4.36)

uy =
1

2πi

∫ ∞
−∞

X(s)Uy(s, y) exp (isx) ds+

+

∞∑
k=1

(−1)kα−1
k Yk

[
α2
k + q2

2

2 q1
exp (−q1x)− q2 exp (−q2x)

]
sin(αky),

где введены обозначения

Ux(s, y) = p 1s

[
−p 1p 2

cosh p 2y

sinh p 2
+

(s2 + p2
2) cosh p 1y

2 sinh p 1

]
,

Uy(s, y) = ip2
1

[
s2 sinh p 2y

sinh p 2
− (s2 + p2

2) sinh p 1y

2 sinh p 1

]
,

(4.37)

и считается, что при Im Ωj = 0:

p j = p j(s) =
√
s2 − Ω2

j , |s| > Ωj ,
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p j = p j(s) = −i
√

Ω2
j − s2, |s| < Ωj .

Кроме того, последовательности

qj = qj,k = p j(αk), αk = πk, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . ,

а A0, Yk и X(s) – неизвестные постоянные и функция, определенная при ве-
щественных s.

Далее, для простоты изложения, ограничимся диапазоном частот, для ко-
торого величины

q2
j,k > 0, при Im Ωj = 0.

Из выражений (4.36), (4.37) и (4.24) следует выполнение граничных усло-
вий для касательных напряжений

τxy(x,±1) = 0, x > 0, τxy(0, y) = 0, |y| < 1.

Выполнение оставшихся двух граничных условий для напряжений из (4.35)
приводит, аналогично рассмотрениям [91, § 7.2], к системе линейных интегро-
алгебраических уравнений

X(s)∆(s)−
∞∑
k=1

ak(s) +A0
2iΩ2

0 Ω1

s2 − Ω2
1

= 0, s ∈ R,

−A0Ω2
2 −

Ω2
0 Ω2

2

2π

∫ ∞
−∞

X(s)ds = f0, (4.38)

YkRk −
1

2π

∫ ∞
−∞

X(s) p2
1(s) bk(s)ds = fk, k = 1, 2, . . .

где определитель Рэлея–Лэмба

∆(s) = s2p2
1 p− 2 coth p2 −

(s2 + p2
2)2

4
p1 coth p1, (4.39)

введены обозначения

ak(s) =
2q2

1

α2
k + p2

2

− (α2
k + Ω2

0)(α2
k + q2

2)

α2
k(α2

k + p2
1)

,

Ω2
0 =

Ω2
2

2
− Ω2

1, Rk = q2 −
(α2
k + q2

2)

4α2
kq1

, (4.40)

bk(s) =
2s2p2

2

α2
k + p2

2

− (s2 + Ω2
0)(s2 + p2

2)

s2 + q2
1
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и использовано разложение в ряд Фурье

f(y) =
f0

2
+

∞∑
k=1

(−1)kfk cos(αky).

При этом для исходной граничной задачи (4.35) после предельного перехода

Im Ωj → 0, j = 1, 2,

интегралы в системе уравнений (4.38) интерпретируются на основании формул
Сохоцкого (см. [49, § 1.4]). Так, в случае отсутствия явления “обратной” волны
в слое [11] эта интерпретация с учетом четности функции X(s) принимает вид∫ ∞

−∞
X(s)ds ≡

≡ 2

∞∫
0

/ X(s)ds+ 2πi

{
N∑
n=1

Ress=λn X(s) + Ress=iΩ1 X(s)

}
,

∫ ∞
−∞

X(s) p2
1(s)bk(s)ds ≡

≡ 2

∞∫
0

/ X(s)ds+ 2πi

N∑
n=1

(λ2
n − Ω2

1)bk(λn) Ress=λX(s),

где
∫
/ – интеграл в смысле главного значения и λn, n = 1, 2, . . . , N – положи-

тельные корни определителя ∆(λ). При этом важным моментом является то
обстоятельство, что согласно первому из уравнений системы уравнений (4.38)
можно определить вычеты функции X(s) через неизвестные коэффициенты
A0, Yk:

Ress=λn X(s) =
1

∆′(λn)

[
∞∑
k=1

ak(λn)Yk −A0
2iΩ2

0 Ω1

λ2
n − Ω2

1

]
,

Ress=Ω1 X(s) =
iΩ2

0A0

∆′(Ω1)
=
iA0

Ω2
0

.

Таким образом, решение граничной задачи (4.35) с условиями излучения,
формулируемыми на основании принципа предельного поглощения, представ-
ляется в виде (4.36) с неизвестными A0, Yk, X(s), удовлетворяющими линей-
ной системе интегроалгебраических уравнений

X(s)∆(s) =
∞∑
k=1

ak(s)Yk −A0
2iΩ2

0 Ω1

s2 − Ω2
1

, s > o, (4.41)
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1

π

∞∫
0

/ X(s) ds+

N∑
k=1

i

∆′(λn)

[
∞∑
k=1

ak(λn)Yk −A0
2iΩ2

0 Ω1

λ2
n − Ω2

1

]
=

= − fn
Ω2

0 Ω2
2

, (4.42)

YkRk −
1

π

∞∫
0

∞∫
0

/ p2
1(s) bk(s)X(s) ds−

−i
N∑
n=1

(λ2
n − Ω2

1)
bk(s)

∆′(λn)

[
∞∑
m=1

am(λn)Ym −A0
2iΩ2

0 Ω1

λ2
n − Ω2

]
=

= fk, k = 1, 2, . . . . (4.43)

Анализ выражений (4.36) для смещений, в смысле исследования сходи-
мости соответствующих рядов и интегралов Фурье, показывает, что решение
системы уравнений (4.41)–(4.43) следует искать в предположениях

X(s) = O(s−4), s→∞, Yk = O(1), k →∞.

В этом предположении следует ожидать справедливость следующих предель-
ных соотношений для неизвестных

lim
k→∞

Yk = − lim
s→∞

s4X(s) = a. (4.44)

Отметим, что получить строгое доказательство таких соотношений, как и до-
казать утверждение об однозначной разрешимости системы (4.41)–(4.43), до-
вольно затруднительно и поэтому решающим здесь является численный экс-
перимент.

В пользу справедливости соотношений (4.44) имеются следующие аргумен-
ты:
– наличие доказательства соотношений типа (4.44) для интегроалгебраических
систем уравнений метода суперпозиции, отвечающих различным граничным
задачам статической теории упругости (см. § 2.1, § 2.2, § 3.1 и § 4.1);
– непротиворечивость (4.44) системе уравнений (4.41)–(4.43), что проверяется
прямой подстановкой соотношений X(s) ≈ −as4, s → ∞ и Yk ≈ a, k → ∞ в
систему уравнений;
– полученные численные результаты [61] решения граничной задачи (4.35) на
основании выражений (4.36), системы уравнений (4.41)–(4.43) и асимптотиче-
ских соотношений (4.44).

Использование идей и рассмотрений § 3.3 относительно связи между ме-
тодами суперпозиции и собственных функций показывает (см. подробности в
работе [72]), что вектор смещений (4.36) можно представить в виде ряда по
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нормальным волнам

~u(x, y) =

∞∑
n=1

an

[
Ux(λn, y)

Uy(λn, y)

]
exp (iλnx), |y| < 1, x > 0, (4.45)

где λn, n = N + 1, N + 2, . . . – корни определителя Рэлея–Лэмба ∆(λ) с
положительными мнимыми частями Imλn > 0 и коэффициенты разложения
an имеют вид

an =
1

∆′(λn)

[
∞∑
k=1

ak(λn)Yn −A0
2iΩ2

0 Ω1

λ2
n − Ω2

1

]
, n = 1, 2, . . . . (4.46)

Отметим два выражения для величины энергии, подводимой за период ко-
лебаний к единице ширины слоя при силовой нагрузке (4.35). С одной стороны,
это выражение имеет вид

W = −Gω
∫ 1

−1

f(y) Imux(0, y) dy =

= −Gω

(
f0 Ω1 ReA0 − Ω2

2

∑
k=1

fk
α2
k

ImYk

)
, (4.47)

где

ux(0, y) = iA0 Ω1 +
1

2πi

∫ ∞
−∞

X(s)Ux(s, y) ds−

−Ω2
2

2

∞∑
k=1

(−1)kα−2
k Yk cos(αky).

Кроме того, исходя из представления (4.45) и вычисляя энергию, переносимую
распространяющимися волнами, получаем выражение

W =

N∑
k=1

Wn, Wn = Gω p2
1(λn) Ω2

2 ∆
′
(λn)|an|2. (4.48)

При численных расчетах [61] для усечения системы уравнений
(4.41)–(4.43) использовались следующие, в соответствии с асимптотическими
соотношениями (4.44), приближенные равенства для сумм и интегралов:

∞∑
k=1

ψ(αk)Yk ≈
K∑
k=1

ψ(αk)Yk + a

∞∑
k=K+1

ψ(αk),

∞∫
0

/ Ψ(s)X(s) ds ≈
T∫

0

/ Ψ(s)X(s) ds− a
∞∫
T

Ψ(s) s−4 ds. (4.49)
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При этом величины пределов суммирования и интегрирования K и T выби-
раются с учетом рассматриваемого частотного диапазона и характера прило-
женной нагрузки на основании численного анализа, причем для значения T
требуется выполнение неравенств T > Ω1, T > λn, n = 1, 2, . . . , N .

На основании алгоритма (4.41)–(4.43), (4.49) были проведены численные
расчеты в случае постоянной нагрузки f(y) = f0/2. Рассматривался диапазон
частот 1,0 < Ω1 < 2,5 при значении коэффициента Пуассона ν = 0,3. В рас-
смотренном диапазоне частот существует только одна распространяющаяся
волна, переносящая энергию. Для (4.49) было установлено, что K = 10, T =

= 150, при этом критерием достоверности полученных численных результатов
служила точность выполнения граничных условий на торце волновода. Невяз-
ка между вычисленными и заданными напряжениями не превышала 0,2 % от
σx(0, 0).

Согласно выражениям (4.46), после численного решения усеченной систе-
мы уравнений (4.41)–(4.43), определялись коэффициенты разложения an для
значений n = 1, . . . , 9. В этом случае для представления решения ~u в виде
(4.45) невязка между вычисленными и заданными напряжениями на торце не
превышала 2,0 % от σx(0, 0). Погрешность вычисления для энергии, согласно
выражениям (4.48), (4.46) и (4.47), соответственно, не превышала 0, 01% для
всего рассмотренного частотного диапазона.

Анализ численных результатов показал, что вблизи частоты Ω1 = 2,315, в
узком частотном диапазоне, наблюдалось резкое увеличение нормированной
амплитуды

ân =
∣∣∣an [(1− ν) iλnUx(λn, 0) + ν U

′
y(λn, 0)

]
(1− 2ν)−1

∣∣∣ ,
соответствующей нераспространяющейся волне. При этом, на частоте Ω1 =

= 2,315 получены соотношения

|â2/â1| = 4,18 , |â3/â1| = 2,75 .

Таким образом, вблизи торца волновода определяющими в формировании
волнового поля оказались нераспространяющиеся волны, когда частота Ω1 =

= 2,315. В дальнем поле на этой частоте наблюдается резонанс на распро-
страняющейся волне. Отметим, что частота Ω1 = 2,315 совпадает с частотой
краевого резонанса при возбуждении торца волновода бегущей из бесконечно-
сти волной [434].

4.4 Динамическая задача для четверть-плоскости

4.4.1 В данном параграфе рассматривается плоская гармоническая зада-
ча о возбуждении волнового поля в упругой изотропной однородной четверть-
плоскости при действии силовых поверхностных нагрузок. Такая задача яв-
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ляется одной из модельных задач в линейной теории упругости, а ее анализ
важен как с прикладной, так и с теоретической точек зрения. Несмотря на
большое количество работ, посвященных изучению взаимодействия упругих
волн в клине, данная проблема не получила еще удовлетворительного реше-
ния. Из работ фундаментального характера отметим [31, 105]. Сложность за-
дачи обусловлена совместным наличием четырех факторов: существованием
в упругой среде двух типов волн – продольных и поперечных, которые при рас-
сматриваемых граничных условиях не разделяются; бесконечностью области
рассмотрения упругого поля; наличием угловой точки в клине; существова-
нием поверхностных гармонических волн Рэлея, распространяющихся вдоль
граней клина.

В работах [351, 352] изучался, в том числе численно, процесс отражения
падающих из бесконечности упругих волн от свободных от напряжений гра-
ней клина. Полученные в этих работах функциональные уравнения являются
довольно сложными и с теоретической точки зрения не исследовались. Не изу-
чался также вопрос о взаимодействии отраженных волн в окрестности угловой
точки клина.

В данном параграфе на начальном этапе используется метод суперпози-
ции: четверть-плоскость представляется в виде пересечения двух полуплоско-
стей, в каждой из которых записывается общее решение уравнений движения
Ламе в форме интегралов Фурье по одной из переменных и с неизвестными
плотностями в них. Аналогичный подход в задаче об упругом клине был ранее
использован в работах [326, 439], где соответствующая граничная задача све-
дена к системе сингулярных интегральных уравнений на оси с двум сдвигами,
не являющимися сдвигами Карлемана [49,157], и связанными с наличием двух
скоростей распространения упругих волн. Как отмечалось в [439], эта система
уравнений является сложной с точки зрения использования общих результа-
тов теории сингулярных интегральных уравнений [49,157]. Как показано в на-
стоящем параграфе, дальнейшее продвижение в изучении задачи об упругом
клине на основании метода суперпозиции может быть связано с использовани-
ем интегрального преобразования Меллина. На этом пути удается, во-первых,
свести исходную граничную задачу теории упругости к полному сингулярному
интегральному уравнению с ядром Коши на оси с нулевым индексом [49], и,
во-вторых, изучить асимптотику на бесконечности неизвестных плотностей в
интегралах Фурье в исходном представлении волнового поля по методу супер-
позиции, что в свою очередь дает возможность полностью решить вопрос об
описании волнового поля в окрестности угловой точки клина. Отметим, что
сингулярные интегральные уравнения в другом виде в задаче об упругом клине
были ранее получены в работе [350] (на основании использования интегрально-
го преобразования Канторовича-Лебедева) и [31] (на основании использования
интегралов Зоммерфельда).

Проведенные далее рассмотрения для четверть-плоскости могут быть пе-
ренесены на общий случай клина с произвольным углом раствора. Аналогично
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рассматривается и задача дифракции упругих волн от свободных от напряже-
ний гранях клина, в которой усложнение связано лишь с анализом правых
частей в получаемых интегральных уравнениях. Отметим, что для упрощения
выкладок изучается случай антисимметричного относительно биссектрисы уг-
ла напряженного состояния четверть-плоскости.

4.4.2 Рассматривается задача о возбуждении гармонического по времени
волнового поля в упругой изотропной и однородной четверть-плоскости x > 0,
y > 0 при действии нагрузок на гранях x > 0, y = 0 и x = 0, y > 0. Для вектора
смещений частиц упругой среды ~u(x, y) = {ux, uy} (временной множитель
exp (−iωt) далее опускаем) имеем уравнения движения Ламе

(λ+ µ) grad div ~u+ µ∆~u+ ρω2~u = 0 (4.50)

и граничные условия

σy(x, 0) = 2Gf(x), τyx(x, 0) = 2Gg(x), x > 0,

σx(0, y) = −2Gf(y), τxy(0, y) = −2Gg(x), y > 0,

(4.51)

где λ > 0, µ > 0 – упругие постоянные Ламе, ρ > 0 – плотность материала,
G – модуль сдвига, а поле напряжений, согласно закону Гука, имеет вид

1

2G
σx =

1

2µ

[
(λ+ 2µ)

∂ux
∂x

+ λ
∂uy
∂y

]
,

1

2G
σy =

1

2µ

[
λ
∂ux
∂x

+ (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

]
, (4.52)

1

2G
τxy =

1

2G
τyx =

1

2

[
∂uy
∂x

+ λ
∂ux
∂y

]
.

Дополнительно к граничным условиям (4.51) требуется выполнение еще
двух условий, а именно, накладывается условие конечности упругой энергии в
окрестности вершины четверть-плоскости [41,105]:∫ r0

0

∫ π/2

0

W r dφdr <∞ (0 < r0 <∞), (4.53)

где r, φ – полярные координаты, так что x = r cosφ, y = r sinφ, и условия
излучения Зоммерфельда на бесконечности

~u = r−1/2 ~v1(φ) exp (ik1r) + r−1/2 ~v2(φ) exp (ik2r) + O(r−1),

r →∞, φ ∈ (0, π/2), (4.54)
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с волновыми числами

kj = ω/cj , j = 1, 2, c1 = [(λ+ 2µ)/ρ]1/2, c2 = (µ/ρ)1/2.

Для простоты изложения функции f(x), g(x) считаем бесконечно диффе-
ренцируемыми и финитными с носителем на (0,∞). Для дальнейшего пона-
добятся преобразования Фурье этих функций

fs(ξ) =

∫ ∞
0

f(x) sin(ξx)dx, gc(ξ) =

∫ ∞
0

g(x) cos(ξx)dx.

4.4.3 Решение исходной граничной задачи (4.50), (4.51), как и в преды-
дущем параграфе, строится исходя из принципа предельного поглощения, а
именно, вначале рассматривается среда с поглощением [43], так что Im kj =

= εj > 0, после чего решение для идеально упругой среды получается в ре-
зультате предельного перехода εj → 0, j = 1, 2. Переход к модели среды с
поглощением, с одной стороны, делает законными все последующие преобра-
зования и, с другой стороны, позволяет выполнить условия излучения (4.54).
Следует однако отметить, что корректность предельного перехода при εj → 0

требует, вообще говоря, отдельного обоснования.
Опуская промежуточные выкладки, представим при εj > 0 компоненты

вектора смещений ~u в виде суммы интегралов Фурье

ux =
2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)ξ

∆(ξ)
[−2α1α2 exp (−α1x) + (2ξ2 − k2

2) exp (−α2x)]×

× sin(ξy)dξ−

− 2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)α2

∆(ξ)
[2ξ2 exp (−α1y)− (2ξ2 − k2

2) exp (−α2y)] cos(ξx)dξ+

+
2

π

∫ ∞
0

fs(ξ)α
−1
2 exp (−α2x) sin(ξy)dξ−

− 2

π

∫ ∞
0

gc(ξ)ξ
−1 exp (−α2y) cos(ξx)dξ, (4.55)

uy =
2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)α2

∆(ξ)
[−2ξ2 exp (−α1x)− (2ξ2 − k2

2) exp (−α2x)]×

× cos(ξy)dξ+

+
2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)ξ

∆(ξ)
[2α1α2 exp (−α1y)−(2ξ2 − k2

2) exp (−α2y)] sin(ξx)dξ−

− 2

π

∫ ∞
0

fs(ξ)ξ
−1 exp (−α2x) cos(ξy)dξ−

− 2

π

∫ ∞
0

gc(ξ)α
−1
2 exp (−α2y) sin(ξx)dξ (4.56)
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с неизвестной функцией X(ξ). Здесь функция αj(ξ) = (ξ2−k2
j )

1/2, j = 1, 2, яв-
ляется, по определению, однозначной аналитической функцией в комплексной
плоскости с разрезами вдоль лучей (−kj ,−kj − i∞) и (kj , kj + i∞), причем
αj(0) = −ikj . При этом определитель Рэлея

∆(ξ) = 4ξ2α1(ξ)α2(ξ)− (2ξ2 − k2
2)2.

Соответствующее (4.56) поле напряжений согласно (4.52) имеет вид

1

2G
σx =

=
2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)ξ

∆(ξ)
ξα2(2ξ2 − k2

2)(exp (−α1x)− exp (−α2x)) sin(ξy)dξ+

+
2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)α2

∆(ξ)
ξα2[2ξ2 − 2k2

1 + k2
2] exp (−α1y)−

−(2ξ2 − k2
2) exp (−α2y)] sin(ξx)dξ−

− 2

π

∫ ∞
0

fs(ξ) exp (−α2x) sin(ξy)dξ − 2

π

∫ ∞
0

fs(ξ) exp (−α2y) sin(ξx)dξ,

1

2G
σy =

= − 2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)ξ

∆(ξ)
ξα2[(2ξ2 − 2k2

1 + k2
2) exp (−α1x)−

−(2ξ2 − k2
2) exp (−α2x)] sin(ξy)dξ−

− 2

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)α2

∆(ξ)
ξα2(2ξ2 − k2

2)(exp (−α1y)−

− exp (−α2y)) sin(ξx)dξ+

+
2

π

∫ ∞
0

fs(ξ) exp (−α2x) sin(ξy)dξ+

+
2

π

∫ ∞
0

fs(ξ) exp (−α2y) sin(ξx)dξ, (4.57)

1

2G
τxy = − 1

πk2
1

×

×
∫ ∞

0

X(ξ)

∆(ξ)

[
4ξ2α1α2 exp (−α1x)− (2ξ2 − k2

2) exp (−α2x)
]

cos(ξy)dξ+

+
1

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)

∆(ξ)

[
4ξ2α1α2 exp (−α1y)−

−(2ξ2 − k2
2) exp (−α2y)

]
cos(ξx)dξ+

+
1

π

∫ ∞
0

fs(ξ)
(2ξ2 − k2

2)

ξα2
exp (−α2x) cos(ξy)dξ−
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− 1

π

∫ ∞
0

fs(ξ)
(2ξ2 − k2

2)

ξα2
exp (−α2x) cos(ξx)dξ.

Представление (4.56) выбрано таким образом, что вектор ~u удовлетворя-
ет уравнениям (4.50) и граничным условиям для нормальных напряжений из
(4.51). Кроме того, справедливо соотношение τxy(0, y) = −τxy(x, 0) при x = y.
Таким образом, для определения неизвестной функции X(ξ) остается выпол-
нить одно граничное условие τxy(0, y) = −2Gg(y), y > 0. Выполнение этого
граничного условия согласно (4.57) приводит к соотношению

1

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ) cos(ξy)dξ−

− 1

πk2
1

∫ ∞
0

X(ξ)α2

∆(ξ)
[4ξ2α1α2 exp (−α1y)− (2ξ2 − k2

2) exp (−α2y)]dξ−

− 1

π

∫ ∞
0

fs(ξ)
(2ξ2 − k2

2)

ξα2
cos(ξy)dξ+

+
1

π

∫ ∞
0

fs(ξ)
(2ξ2 − k2

2)

ξα2
exp (−α2x)dξ = g(y), y > 0.

Применяя здесь косинус-преобразование Фурье и учитывая равенство∫ ∞
0

exp (−αy) cos(sy)dy =
α

s2 + α2
, Reα > 0, s > 0,

получаем для нахождения X(ξ) интегральное уравнение

X(s)− 2

π

∫ ∞
0

X(ξ)K(ξ, s)dξ = H(s), s > 0, (4.58)

где ядро и правая часть имеют вид

K(ξ, s) =
α2(ξ)

∆(ξ)

[
4ξ2α2

1(ξ)

s2 + α2
1(ξ)

− (2ξ2 − k2
2)

s2 + α2
2(ξ)

]
,

H(s)=2k2
1

[
gc(s)+

(2s2 − k2
2)

2sα2(s)
fs(s)−

1

π

∫ ∞
0

fs(ξ)
(2ξ2 − k2

2)

ξ(s2 + α2
2(ξ))

dξ

]
.

Для достаточно малых значений εj > 0 ядро K(ξ, s) является регуляр-
ным в следующем смысле: оно не имеет особенностей при ξ > 0, s > 0 и
K(ξ, s) ∈ Lp (R2

+) при любом p > 1. В предельном случае εj = 0 уравнение
(4.58) на основании формул Сохоцкого переходит в сингулярное уравнение со
сдвигами, аналогичное полученным в работах [326,439]. Дальнейшее преобра-
зование уравнения (4.58) связано с использованием интегрального преобразо-
вания Меллина, аналогично тому, как это сделано в § 4.1 при рассмотрении
бигармонической задачи для полуполосы.
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4.4.4 Пусть X(ξ) – ограниченное решение уравнения (4.58), которое до-
пускает оценку X(ξ) = O(ξ−β), ξ →∞ при некотором β ∈ (0, 1) (такая оценка
обеспечивает сходимость интегралов в (4.56) вплоть до границы четверть-
плоскости). Тогда существует преобразование Меллина

M(γ) =

∫ ∞
0

X(s) sγ−1 ds, 0 < Re γ < 1, (4.59)

с формулой обращения

X(ξ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(η)ξ−ηdη, σ ∈ (0, β), ξ > 0. (4.60)

Применяя преобразование Меллина к уравнению (4.58) и учитывая равенство∫ ∞
0

sγ−1

s2 + α2
ds =

παγ−2

2 sin(πγ/2)
, 0 < Re γ < 2, Reα > 0,

получаем следующее соотношение

M(γ)−
∫ ∞

0

X(ξ)
α2(ξ)[4ξ2αγ1 (ξ)− (2ξ2 − k2

2)αγ−2
2 (ξ)]

∆(ξ) sin(πγ/2)
dξ = L(γ), (4.61)

где L(γ) – преобразование Меллина функции H(s). Подставляя выражение
(4.60) в (4.61) и изменяя порядки интегрирования, что возможно при 0 <

Re γ < σ < β, получаем

M(γ)− 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(η)

R(η, ξ)

sin(πγ/2)
dη = L(γ), (4.62)

где

R(η, γ) =

∫ ∞
0

S(ξ, γ) ξ−ηdη,

S(ξ, γ) =
α2(ξ)[4ξ2αγ1 (ξ)− (2ξ2 − k2

2)αγ−2
2 (ξ)]

∆(ξ)
.

При этом справедливо асимптотическое представление

S(ξ, γ) = ξγ−1

[
γ +

n∑
k=1

bk(γ) ξ−2k + O(ξ−2n−2)

]
, ξ →∞, (4.63)

где bk(ξ) – полиномы от γ, которые можно выписать в явном виде. Из (4.63),
в частности, получаем следующее представление для ядра:

R(η, γ) =
γ dγ−η

η − γ +

n∑
k=1

bk(γ) dγ−η−2k

η − γ + 2k
+
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+

∫ d

0

S(ξ, γ) ξ−ηdξ +

∫ ∞
d

Qn(ξ, γ) ξγ−η−1dξ, (4.64)

где d > 0 и целое число n > 0, а функция Qn(ξ, γ) = O(ξ−2n−2), ξ → ∞ и
Qn(ξ, γ) аналитична по γ при Re γ > 0. Из представления (4.64) получаем, что
ядро R(η, γ) при фиксированном η с Re η ∈ (0, β) продолжается мероморфным
образом в полуплоскость Re γ > 0 с простыми полюсами в точках η+ 2k, k =

= 0, 1, . . . . В частности, сдвигая в (4.62) значение Re γ к Re η = σ, получаем
на основании (4.64) и формулы Сохоцкого следующее уравнение относительно
функции M(γ):

[
1− γ

2 sin(πγ/2)

]
M(γ)− 1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

/ M(η)
R(η, γ)

sin(πγ/2)
dη = L(γ). (4.65)

Уравнение (4.65) представляет собой полное особое интегральное уравнение
на прямой Re γ = σ с ядром типа Коши.

Выясним вопрос о величине индекса κ сингулярного интегрального урав-
нения (4.65). Согласно [49] индекс κ равен индексу функции

T (γ) = 1− γ/ sin(πγ/2), Re γ = σ.

При этом, так как функция T (γ) не имеет нулей в полосе |Re γ| < 1, а T (is)

принимает вещественные значения то, используя теорему Коши, получаем

κ = −
∫ σ+i∞

σ−i∞

T
′
(γ)

T (γ)
dγ = −

∫ i∞

−i∞

T
′
(γ)

T (γ)
dγ = 0.

Таким образом, индекс сингулярного интегрального уравнения (4.65) ра-
вен нулю. Этот факт открывает принципиальную возможность использования
теории Фредгольма при исследовании уравнения (4.65) в том или ином функ-
циональном классе, состоящем из убывающих на бесконечности функций. Вы-
бор приемлемого пространства связан с анализом поведения ядра R(η, γ) при
|Im, η| → ∞, |Im, γ| → ∞. В предельном случае Im kj = 0 уравнение (4.65)
сохраняет свой вид с тем лишь изменением, что теперь

R(η, γ) =

∫ ∞
0

S(ξ, γ)ξ−ηdξ + πResξ=k0 {S(ξ, γ)ξ−η},

где S(ξ, γ) определяется (4.62), а k0 – единственный положительный корень
определителя Рэлея ∆(ξ).

4.4.5 В рассматриваемой задаче существенную роль играют волновые яв-
ления, происходящие в окрестности угловой точки четверть-плоскости. Струк-
тура формул (4.56), (4.57) показывает, что ближнее волновое поле в этой
окрестности определяется асимптотикой функции X(ξ) при ξ → ∞. Кроме
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того, априорное знание асимптотики неизвестной функции является важным
моментом при численном анализе. Согласно формуле обращения (4.60) асимп-
тотика X(ξ) при ξ → ∞ определяется аналитическими свойствами функции
M(γ) в полуплоскости Re γ > 0. Из (4.62) и (4.64) вытекает (после сдвига
контура интегрирования Re η = σ к контуру Re η = σ1 с σ1 < Re γ), что
справедливо следующее соотношение:[

1− γ

sin(πγ/2)

]
M(γ)− 1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
M(η)

R(η, γ)

sin(πγ/2)
dη = L(γ).

Отсюда получаем при 0 < σ1 < Re γ < β равенство

M(γ) =
1

D(γ)

[
1

2πi

∫ σ1+i∞

σ1−i∞
M(η)R(η, γ) dη + sin(πγ/2)L(γ)

]
, (4.66)

где функция D(γ) = sin(πγ/2)− γ.
Представление (4.66) вместе с (4.64) позволяет осуществить мероморфное

продолжение функции M(γ), являющейся аналитической в полосе 0 < Re γ <

β, в полуплоскость Re γ > 0 и определить ее полюса. А именно, используя
(4.64) в (4.66) при движении Re γ вправо, получаем (в предположении анали-
тичности функции L(γ)) для любых σ1 ∈ (0, β) и целого n > 0:

M(γ) =
1

D(γ)

 n∑
k=1

bk(γ)M(γ − 2k) +

∫ σ+i∞

σ1−i∞
M(η)R(η, γ)dη+

+ sin(πγ/2)L(γ)

, 0 < Re γ − 2n− σ1 < 2. (4.67)

Отметим, что функция D(γ), корни которой, как видно из (4.67), опре-
деляют полюсы M(γ), возникает также при исследовании статической задачи
теории упругости для четверть-плоскости [275]. Пусть γ0, γ1, . . . – корниD(γ) с
Re γk > 0, занумерованные в порядке возрастания их реальных частей. Тогда,
в частности [25], имеем γ0 = 1, Re γ1 = Re γ2 ≈ 15,1/π и все эти корни явля-
ются простыми. Тогда из (4.66), (4.67) заключаем, что в полосе 0 < Re γ < ν

для M(γ) справедливо представление

M(γ) = Mν(γ)+

+

nν∑
k=0

ak

 1

γ − γk
+

lk,ν∑
l=1

bl(γk + 2l)

(γ − γk − 2l)D(γk + 2l)

 , (4.68)

где Mν(γ) – аналитическая в этой полосе функция, а ak – некоторые посто-
янные, линейным образом зависящие от заданной пары нагрузок f(x), g(x).
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При этом индексы nν и lk,ν определяются из неравенств

Re γnν < ν, Re γnν+1 > ν, ν − 2 ≤ Re γk + 2lk,ν < ν.

Кроме того, D(γk + 2l) = −2l при четном l и D(γk + 2l) = −2γk − 2l при
нечетном l. Таким образом, согласно (4.68) и (4.60) асимптотика функции
X(ξ) имеет вид

X(ξ) = −
nν∑
k=0

akξ
−γk

1 +

lk,ν∑
l=1

bl(γk + 2l)

D(γk + 2l)
ξ−2l

+

+ O(ξ−ν1), ξ →∞, ν1 < ν. (4.69)

Как уже отмечалось, асимптотическая формула (4.69) дает возможность на
основании формул (4.56), (4.57) полностью исследовать напряженно-деформи-
рованное состояние четверть-плоскости в окрестности ее вершины. Отметим,
что в случае статической задачи асимптотика X(ξ) также имеет вид (4.69),
но c bk(γ) ≡ 0 для всех k. В общем случае Im kj > 0, j = 1, 2 функции bk(γ)

зависят от kj .

4.5 Принцип отражения в плоских задачах акустики

4.5.1 Анализ многих акустических ситуаций можно осуществить в рамках
модели, приводящей к решению граничных задач для уравнения Гельмголь-
ца. При этом, при изучении различных проблем, связанных с излучением и
дифракцией акустических волн, широкое и эффективное применение находит
метод частичных областей. Основные результаты, достигнутые на основании
этого метода, относятся к случаям, когда в каждой из частичных областей уда-
ется построить общее, в определенном смысле, решение уравнения Гельмголь-
ца. Таким образом, именно в рамках метода частичных областей наиболее по-
следовательно, по сравнению с другими методами (метод конечных элементов,
метод граничных интегральных уравнений и др.), проводится использование
семейств частных решений волновых уравнений в канонических координатных
системах для построения аналитических решений в неканонических областях.

Несмотря на богатую историю развития метода частичных областей, в по-
следнее время открываются все новые возможности по расширению его об-
ласти применимости, связанные с усложнением рассматриваемой геометрии.
В данном параграфе излагается новый подход, позволяющий эффективно ис-
пользовать общие идеи метода частичных областей в комбинации с принципом
отражения для решений уравнения Гельмгольца.

Следует отметить, что вопросы продолжения решений эллиптических урав-
нений и, в частности, волновых полей находят широкое применение при ис-
следовании различных задач математической физики. Отметим классические
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результаты Г. Шварца, А. Пуанкаре, Ф. Клейна, относящиеся к исследованиям
разложений функции Грина граничной задачи по фундаментальным решениям
соответствующего уравнения. Метод разветвленных решений А. Зоммерфель-
да нашел применение при решении принципиальной для теории дифракции
задачи о рассеянии звука на клине (см. [277, гл. 20], [281, гл. 4, § 1]). Хоро-
шо известно использование принципа отражения в задачах электростатики, в
частности, в задаче об электростатическом равновесии на двух заряженных
сферах (см. [277, гл. 15]). Обобщению и развитию классических результатов
метода отражения и исследованию соответствующих альтернирующих процес-
сов посвящена монография [291]. Метод отражения находит свое применение
также и при исследовании обратных задач теории рассеяния акустических по-
лей [340].

Обзор современного состояния задач продолжения волновых полей, вклю-
чая их прикладные аспекты, относящиеся к внешним задачам дифракции, при-
веден в [153] (см. также [220]).

В данном параграфе приводятся некоторые примеры возможного исполь-
зования принципа отражения для решений уравнения Гельмгольца при постро-
ении решений граничных задач акустики, вплоть до учета локальных особен-
ностей волновых полей. А именно, рассмотрены области, границы которых
содержат прямолинейный отрезок – в этом случае принцип отражения фор-
мулируется достаточно просто. При этом речь идет о формировании эффек-
тивного алгоритма для решения таких граничных задач, численное решение
которых не удается получить исходя из непосредственного использования ме-
тода частичных областей, несмотря на то, что граница области состоит из
объединения канонических координатных линий.

Использование принципа отражения в рассматриваемой далее ситуации
прямолинейно-круговой луночки приводит к тому, что исходная граничная за-
дача сводится к исследованию граничной задачи для уравнения Гельмгольца
в круге. Возникает вопрос о граничных условиях на части окружности, не яв-
ляющейся физической границей исходной области. В идейном плане основ-
ным моментом предлагаемого подхода является формулировка недостающих
граничных условий, исходя из способа отражения исходного решения, т. е. гра-
ничные условия формулируются в терминах значений неизвестной функции на
дуге, лежащей внутри исходной области. Вместе с представлением искомого
решения в виде ряда по частным решениям уравнения Гельмгольца в круге
это позволяет получить бесконечную систему линейных алгебраических урав-
нений для определения неизвестных коэффициентов ряда. При этом можно
рассматривать как внутреннюю, так и внешнюю граничные задачи. Показа-
но, каким образом возможно учесть локальные особенности волнового поля,
связанные с наличием угловых точек рассматриваемой области и смешанным
характером граничных условий.
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В статье [63] на примере конкретной внутренней граничной задачи для
прямолинейно-круговой луночки проведены численные расчеты по схеме пред-
ложенного алгоритма и проиллюстрирована его эффективность.

4.5.2 Внутренняя граничная задача. Пусть x, y – декартовы, а r, θ – по-
лярные координаты на плоскости: x = r cos θ, y = r sin θ.

При этом далее для удобства в различных ситуациях будем считать, что
угол θ либо в пределах [0, 2π], либо θ ∈ [−π, π]. Для заданных значений a > 0

и b ∈ (0, a) определим область Ω1, которая является пересечением круга r < a

и полуплоскости x > b, и область Ω2, являющуюся пересечением того же круга
r < a с полуплоскостью x < b (рис. 4.1). Обозначим через γ0 отрезок x = b,
|y| < d =

√
a2 − b2 и часть дуги окружности

γ1 : r = a, |θ| < θ0,

γ2 : r = a, θ ∈ (θ0, 2π − θ0) cos θ0 = b/a, θ0 ∈ (0, π/2).

Рассмотрим в области Ωj (при фиксированном j = 1 или j = 2) симмет-
ричную относительно переменной y граничную задачу Дирихле для уравнения
Гельмгольца

∆u(x, y) + k2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ωj (4.70)

u(b, y) = 0, |y| <
√
a2 − b2, (4.71)

(uγj )(θ) = f(θ). (4.72)

Здесь в случае области Ω1 функция f(θ) задана на интервале |θ| < θ0, f(−
−θ) = f(θ), а при рассмотрении задачи для Ω2 считается, что f(θ) опреде-
лена при θ ∈ (θ0, 2π − θ0), причем выполняется условие f(π − θ) = f(π + θ),
θ ∈ (0, π − θ0).

Рис. 4.1. Схема прямолиней-
но-круговой луночки

Покажем, что способы построения реше-
ния задачи (4.70)–(4.72) для областей Ω1 и
Ω2 различаются принципиальным образом.
Это связано с тем, что область Ω1 целиком
расположена в полукруге r < a, |θ| < π/2, а
Ω2 выходит за рамки соответствующего по-
лукруга.

Рассмотрим случай области Ω1. Здесь
процедура построения решения граничной за-
дачи (4.70)–(4.72) хорошо известна. А имен-
но, используем то, что в полярных коорди-
натах уравнение Гельмгольца допускает част-
ные решения вида

U(r, θ) = AJα(kr) cos(αθ) (4.73)
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при произвольном значении параметра α ≥ 0

и произвольных значениях постоянной A. На-
помним, что здесь Jα(·) – цилиндрическая функция Бесселя первого рода. Та-
ким образом, определяя надлежащим образом значение параметра α, можно
приспособить частные решения (4.73) к построению решения граничной зада-
чи для сектора S0 : 0 < r < a, |θ| < θ0. Далее, представим область Ω1 как
пересечение сектора S0 и полуполосы P : x > b, |y| < d (это можно сделать
в силу того, что Ω1 находится внутри полукруга). При построении решения
граничной задачи для уравнения Гельмгольца в полуполосе P подходящие
частные решения имеют вид

U(x, y) = B exp (−
√
β2 − k2x) cos(βy) (4.74)

с параметром β > 0 и произвольной постоянной B.
Таким образом, решение граничной задачи (4.70)–(4.72) в случае области

Ω1 ищем в виде
u = u1 + u2, (4.75)

где функции

u1 =

∞∑
n=1

AnJαn(kr) cos(αnθ),

u2 =

∞∑
m=1

Bm exp (−
√
β2
m − k2x) cos(βmy).

При этом можно взять последовательности

αn =
π

θ0
(n− 1/2), βn =

π

d
(n− 1/2), n = 1, 2, . . . ,

так что система функций {cos(αnθ)}∞n=1 образует ортогональный базис в про-
странстве L2[0, θ0], а система {cos(βmy)}∞m=1 является ортогональным бази-
сом в L2[0, d].

Тогда выполнение граничных условий (4.71), (4.72) приводит к функцио-
нальным соотношениям

∞∑
n=1

AnJαn(ka) cos(αnθ)+

+

∞∑
m=1

Bm exp (−
√
β2
m − k2a cos θ) cos(βma sin θ) = f(θ), θ ∈ (0, θ0), (4.76)

∞∑
n=1

AnJαn(k
√
a2 + y2) cos[αn arctg (y/b)]+
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+

∞∑
m=1

Bm exp (−
√
β2
m − k2b) cos(βmy) = 0, y ∈ (0, d). (4.77)

Используя в уравнениях (4.76), (4.77) ортогональность систем тригонометриче-
ских функций нетрудно получить следующую бесконечную систему линейных
алгебраических уравнений

AnJαn(ka)+

+2

∞∑
m=1

Bm

∫ θ0

0

exp (−
√
β2
m − k2 a cos θ) cos(βma sin θ) cos(αnθ) dθ =

= 2

∫ θ0

0

f(θ) cos(αnθ) dθ, n = 1, 2, . . . ,

Bm exp (−
√
β2
m − k2b) + 2

∞∑
n=1

An

∫ d

0

Jαn(k
√
a2 + y2)×

× cos[αn arctg (y/b)] cos(βmy) dy = 0, m = 1, 2, . . . .

При численном решении полученной бесконечной системы алгебраических
уравнений следует провести надлежащую нормировку неизвестных и, по воз-
можности, установить и использовать на основании метода улучшенной редук-
ции асимптотические свойства неизвестных при n,m → ∞ (см. подробности
в [89]).

В случае j = 2 область Ω2 содержит полукруг r < a, θ ∈ (π/2, 3π/2),
что является препятствием для непосредственного использования процедуры
метода частичных областей, как это было осуществлено для области Ω1. Де-
ло в том, что сектор S0 уже не охватывает область Ω2 и полуполоса x < b,
|y| < d пересекает эту область. Поэтому не представляется возможным вос-
пользоваться решениями типа u1, u2 из (4.75). Однако поскольку на граничном
прямолинейном отрезке задано однородное граничное условие для потенциа-
ла, то в соответствии с принципом отражения искомое решение отражается
антисимметричным образом в область

Ω∗2 = {(x, y) : (x− 2b, y) ∈ Ω2} (4.78)

согласно правилу

u(x,−y) = −u(x− 2b, y), (x, y) ∈ Ω∗2. (4.79)

При этом замыкание объединений областей Ω2 и Ω∗2 содержит круг r ≤ a

и поэтому решение граничной задачи (4.70)-(4.72) продолжается до решения
уравнения Гельмгольца (4.70) в этом круге.

Таким образом, функцию u можно искать в виде ряда

u =

∞∑
n=0

An
Jn(kr)

Jn(ka)
cos(nθ), r < a, θ ∈ [0, 2π], (4.80)
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с неизвестными коэффициентами An (при этом предполагается, что Jn(ka) 6=
= 0, n = 0, 1, . . . ). Для нахождения коэффициентов An мы имеем граничное
условие (4.72) на дуге θ ∈ (θ0, 2π − θ0) и требуется знать некоторое условие
на оставшейся части окружности |θ| < θ0. Идея состоит в том, что это усло-
вие можно взять из соотношения (4.79) и сформулировать его в терминах
тех же неизвестных коэффициентов An. Действуя таким образом и используя
ортогональность тригонометрических функций в представлении (4.80), полу-
чим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно
коэффициентов An. Ниже рассмотрим реализацию этой идеи.

Если точка (r, θ) ∈ Ω∗2, то ее прообразом при отображении (4.78) будет слу-
жить точка с полярными координатами r̂, θ̂, определяемыми из соотношений:

r̂ sin θ̂ = r sin θ, r̂ cos θ̂ = r cos θ + 2b.

Разрешая эти уравнения, получаем

r̂(r, θ) =
√
r2 − 4rb cos θ + 4b2, θ̂(r, θ) = arcsin

[
r sin θ

r̂(r, θ)

]
. (4.81)

Таким образом, для граничных данных искомой функции u на дуге r = a,
θ ∈ (0, θ0) согласно (4.79), (4.80) имеем выражение

u(r cos θ, r sin θ) = −
∞∑
n=0

An
Jn(kr∗)

Jn(ka)
cos(nθ∗), θ ∈ (0, θ0), (4.82)

где
r∗(θ) = r̂(a, θ) = a

√
1 + 4 cos2 θ0 − 4 cos θ0 cos θ,

θ∗(θ) = â, θ = arcsin

[
a sin θ

r∗(θ)

]
.

Тогда для нахождения коэффициентов An получаем функциональные уравне-
ния

∞∑
n=0

An cos(nθ) = f(θ), θ ∈ (θ0, π),

∞∑
n=0

An cos(nθ) = −
∞∑
n=0

An
Jn(kr∗)

Jn(ka)
cos(nθ∗), θ ∈ (0, θ0). (4.83)

Отсюда, используя соотношения ортогональности

2

π

∫ π

0

cos(nθ) cos(mθ) dθ = δnm(1 + δn0), n,m = 0, 1 . . . ,

имеем систему алгебраических уравнений

(1 + δm0)Am =
2

π

∫ π

θ0

f(θ) cos(mθ) dθ−



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

214 МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ В ЗАДАЧАХ

− 2

π

∞∑
n=0

An

∫ θ0

0

Jn(kr∗)

Jn(ka)
cos[nθ∗(θ)] cos(mθ) dθ, m = 0, 1, . . . . (4.84)

Итак, согласно (4.86), построение решения граничной задачи (4.70)–(4.72) в
случае области Ω2 сводится к решению бесконечной системы линейных алгеб-
раических уравнений

Am +

∞∑
n=0

CmnAn = fm, m = 0, 1, . . . , (4.85)

в которой коэффициенты и правые части имеют вид

Cmn =
2

(1 + δm0)π
×

×
∫ θ0

0

Jn(kr∗)

Jn(ka)
cos[nθ∗(θ)] cos(mθ) dθ, n,m = 0, 1, . . . ,

fm =
2

(1 + δm0)π

∫ π

θ0

f(θ) cos(mθ) dθ, m = 0, 1, . . . .

При численной реализации для нахождения ограниченного решения систе-
мы уравнений (4.85) можно использовать метод простой редукции. Более эф-
фективное решение этой системы основано на методе улучшенной редукции,
когда в рассмотрение вовлекается априорная информация об асимптотических
свойствах последовательности An, n→∞. В общем случае эти асимптотиче-
ские свойства определяются такими факторами как наличие угловых точек у
рассматриваемой области, смешанным характером граничных условий (если
таковые имеются), а также свойствами гладкости заданных граничных данных.

4.5.3 Выясним характер поведения неизвестных коэффициентов An при
n→∞, определяемых из системы уравнений (4.86). В рассматриваемой ситу-
ации характер такой асимптотики обусловлен наличием угловых точек r = a,
θ = ±θ0 и возможным разрывом в граничных данных в этих точках. Этот
вопрос можно изучить на основании анализа соответствующих решений урав-
нения Лапласа.

Прежде всего отметим, что модельная граничная задача для уравнения
Лапласа в угле

∆v = 0, r > 0, θ ∈ (0, α), v(r, 0) = 0, c(r, α) = 1, r > 0, (4.86)

с условием ∫ δ

0

∫ α

0

|v(r, θ)|2rdθdr <∞
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для некоторого δ > 0 (условие на бесконечности не накладывается) допускает
бесконечное число решений

v0(r, θ) =
θ

α
, vk(r, θ) = rπk/α sin(πkθ/α), k = 1, 2, . . . .

Тогда с помощью решения

v(r, θ) =
θ

α
+ c1r

π/α sin(πθ/α) (4.87)

можно выделить главные особенности решения u граничной задачи
(4.70)–(4.72) и таким образом выяснить характер поведения неизвестных Ak
из представления u в виде (4.80).

Угол α пересечения окружности r = a и прямой x = b, образующих грани-
цу области Ω2, равен

α = π − θ0. (4.88)

При этом прямые x = b и θ = θ0 пересекаются под углом α0 = π/2 − θ0.
Значит, для искомого решения, согласно (4.87) и формуле отражения (4.79),
в случае f(θ0) 6= 0 (т. е. когда граничные данные для u в (4.71), (4.72) терпят
разрыв) имеем

c0 := lim
θ→θ0, θ<θ0

u(a, θ) = − θ0

π − θ0
f(θ0). (4.89)

Таким образом, с учетом (4.89) и граничного условия (4.71) получаем, что
функция u допускает представление

u = v + u0,

где v, u0 – решения уравнения (4.70) в круге r < a, причем u0 является
непрерывной в замкнутом круге функций, а для v выполняются граничные
условия

v|r=a = c0, θ ∈ (−θ0, θ0), v|r=a = f(θ0), θ ∈ (θ0, 2π − θ0).

Такая граничная задача для v допускает явное решение

v(r, θ) =
∞∑
n=0

Bn
Jn(kr)

Jn(ka)
cos(nθ), r < a, θ ∈ [0, 2π],

где коэффициенты

πB0 = c0θ0 + f(θ0)(π − θ0),

πBn = 2(c0 − f(θ0))
sin(nθ0)

n
, n ≥ 1.

(4.90)
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Таким образом, коэффициенты An из (4.80) можно представить в виде

An = Bn +A0
n, n = 0, 1, . . . , (4.91)

причем в соответствии со вторым слагаемым в выражении (4.87) и равенством
(4.88) поведение коэффициентов A0

n на бесконечности определяется условием

∞∑
n=0

A0
n cos(nθ) ≈ −c1(θ0)(θ0 − θ)β , θ → θ0, β =

π

π − θ0
. (4.92)

Отсюда и из [20] получаем при n→∞ соотношение

πA0
n ≈ −c1

∫ θ0

0

(θ0 − θ)β cos(nθ)dθ ≈

≈ − c1
(2 θ0)β

∫ θ0

0

(θ2
0 − θ2)β cos(nθ)dθ =

= −c1
√
π Γ(β + 1)

2(2 θ0)β

(
2 θ0

n

)β+1/2

Jβ+1/2(nθ0),

т. е.
πA0

n ≈
c

nβ+1/2
Jβ+1/2(nθ0), n→∞, (4.93)

где β = π/(π − θ0) = 1 + θ0/(π − θ0). При этом константа c в (4.93), (как
и постоянная c1 в (4.92)) является неопределенной и должна находиться чис-
ленным образом в процессе использования метода улучшенной редукции при
решении бесконечной системы алгебраических уравнений (4.85).

Проведенные рассмотрения применимы и в случае, когда на прямолиней-
ном участке γ0 границы области Ω2 задано неоднородное граничное условие

u(b, y) = g(y), |y| <
√
a2 − b2,

так как с помощью некоторого частного решения уравнения Гельмгольца все-
гда можно свести неоднородное условие к однородному условию (4.71) с изме-
нением граничного данного на дуге γ2. Для этого, например, можно исполь-
зовать ряд из частных решений вида (4.74) с заменой показателя экспоненты√
β2 − k2x на

√
β2 − k2(b− x).

4.5.4 Рассмотрим вопрос о построении решения плоской граничный зада-
чи Неймана для уравнения Гельмгольца во внешности прямолинейно-круговой
луночки Ω1. Здесь использование принципа отражения приводит к тому, что
построение решения исходной граничной задачи сводится к соответствующему
вопросу для граничной задачи Неймана для уравнения Гельмгольца во внеш-
ности круга.

Пусть область D является внешностью Ω1. Рассмотрим вD симметричную
относительно переменной y внешнюю граничную задачу Неймана для уравне-



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 4.5 Принцип отражения в плоских задачах акустики 217

ния Гельмгольца

∆u(x, y) + k2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ D, (4.94)

∂u

∂r
= f(θ), r = a, |θ| < θ0, (4.95)

∂u

∂x
= 0, x = b, |y| < d, (4.96)

где f(θ) – четная, достаточно гладкая на интервале |θ| ≤ θ0 функция. При
этом граничные условия дополняются соответствующим условием излучения
на бесконечности. В предположении, что временная гармоническая зависи-
мость звукового поля определяется множителем e−iωt, это условие имеет вид

r1/2

{
∂u

∂r
− iku

}
= o(1), r →∞. (4.97)

Такая задача описывает распространение звукового поля в области D при
заданном колебании части границы луночки Ω1.

В соответствии с общими идеями метода частичных областей представим
область D в виде объединения ограниченной области Ω2 и внешности окруж-
ности r = a. В связи с этим решения u исходной граничной задачи будем
искать в виде

u = u1, |r| > a, u = u0, (x, y) ∈ Ω0, (4.98)

где предполагается, что каждая из функций uj удовлетворяет уравнению
Гельмгольца (4.94) в соответствующей области и, кроме того, для u1 выпол-
няются граничное условие (4.95) и условие излучения (4.97), а для u0 – гра-
ничное условие (4.96).

Вне круга r ≤ a решение u = u1 граничной задачи (4.94)–(4.97) можно
представить рядом

u1(r, θ) =

∞∑
m=0

Cm
H

(1)
m (kr)

H
(1)
m (ka)

cos(mθ), r > a, (4.99)

где H(1)
m (·) – функция Ханкеля первого рода и m-го порядка.

Рассмотрим вопрос о представлении решения u = u2 в области Ω2.
Как отмечалось в п. 2, область Ω2 содержит внутри себя полукруг r ≤ a,
θ ∈ (π/2, 3π/2), что препятствует непосредственному использованию процеду-
ры метода частичных областей. Однако поскольку на граничном прямолиней-
ном отрезке γ0 для потенциала u задано однородное граничное условие (4.96),
то в соответствии с принципом отражения искомое решение u0 отражается в
область Ω∗2 (см. (4.78)) симметричным образом

u0(x, y) = u0(−x+ 2b, y), (x, y) ∈ Ω∗0. (4.100)
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Значит, как и в рассмотрениях п. 2, функцию u0 можно искать в виде ряда

u0 =

∞∑
n=0

An
Jn(kr)

Jn(ka)
cos(nθ), r < a, θ ∈ [0, 2π], (4.101)

с неизвестными коэффициентами An (считаем, что выполняется условие
Jn(ka) 6= 0, n = 0, 1, . . . ).

Таким образом, для нахождения коэффициентов Cm, An мы имеем гра-
ничные условия (4.95), (4.96) и условия сопряжения для потенциалов u0, u1:

u0 = u1,
∂u0

∂r
=
∂u1

∂r
, r = a, |θ| ∈ (θ0, 2π − θ). (4.102)

При этом, исходя из выражения (4.101), заключаем, что для функции u0 требу-
ется определить некоторое дополнительное граничное условие на оставшейся
части окружности r = a, |θ| < θ0. Как и в п. 2, это условие можно определить
исходя из соотношения отражения (4.100) и сформулировать его в терминах
неизвестных коэффициентов An. Тогда, действуя таким образом и исполь-
зуя ортогональность тригонометрических функций в представлениях (4.99),
(4.101), можно получить бесконечную систему линейных алгебраических урав-
нений относительно коэффициентов Cm и An.

Для искомой функции u0 в области Ω∗2 согласно (4.100), (4.101) и в обо-
значениях п. 2 имеем выражения

u0(r cos θ, r sin θ) =

∞∑
n=0

An
Jn(kr̂)

Jn(ka)
cos(nθ̂), (r, θ) ∈ Ω∗2,

и

u0(a cos θ, a sin θ) =

∞∑
n=0

An
Jn(k̂r∗)

Jn(k̂)
cos(nθ∗), |θ| < θ0. (4.103)

Таким образом, выполнение граничных условий (4.95), (4.96) и условий
сопряжения, вместе с равенством (4.103), приводит к следующим функцио-
нальным соотношениям (здесь учтена четность функции f):

k

∞∑
m=0

Cm
H

(1)′
m (k̂)

H
(1)
m (k̂)

cos(mθ) = f(θ), θ ∈ (0, θ0), (4.104)

∞∑
m=0

Cm
H

(1)′
m (k̂)

H
(1)
m (k̂)

cos(mθ) =

=

∞∑
m=0

Am
J
′
m(k̂)

Jm(k̂)
cos(mθ), θ ∈ (θ0, π), (4.105)
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∞∑
m=0

Cm cos(mθ) =

∞∑
m=0

Am cos(mθ), θ ∈ (θ0, π), (4.106)

∞∑
m=0

Am cos(mθ) =

∞∑
m=0

Am
Jm(k̂r∗)

Jm(k̂)
cos(nθ∗), θ ∈ (0, θ0). (4.107)

Запишем соотношения (4.104)–(4.107) в виде

k

∞∑
m=0

Cm
H

(1)′
m (k̂)

H
(1)
m (k̂)

cos(mθ) =

=


f(θ), θ ∈ (0, θ0),

k
∑∞
n=0 An

J
′
n(k̂)

Jn(k̂)
cos(nθ), θ ∈ (θ0, π),

(4.108)

∞∑
n=0

An cos(nθ) =

=


∑∞
m=0 Am

Jm(k̂r∗)

Jm(k̂)
cos(mθ∗), θ ∈ (0, θ0),

∑∞
m=0 Cm cos(mθ), θ ∈ (θ0, π).

(4.109)

Тогда использование соотношений ортогональности ортогональности системы
{cos(nθ)}∞n=0 на отрезке [0, π] позволяет получить из (4.108), (4.109) следую-
щую бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно
неизвестных коэффициентов Cm и An:

(1 + δn0)πk

2

H
(1)′
m (k̂)

H
(1)
m (k̂)

Cm = k

∞∑
n=0

An
J
′
n(k̂)

Jn(k̂)
Ln,m+

+

∫ θ0

0

f(θ) cos(mθ)dθ, m = 0, 1, . . . , (4.110)

(1 + δn0)π

2
An =

∞∑
m=0

Am

∫ θ0

0

Jm(k̂r∗)

Jm(k̂)
cos(mθ∗) cos(nθ)dθ+

+

∞∑
m=0

Lm,nCm, n = 0, 1, . . . , (4.111)

где интегралы

Lm,n =

∫ π

θ0

cos(mθ) cos(nθ)dθ =

= − sin(n−m)θ0

2(n−m)
− sin(n+m)θ0

2(n+m)
, n 6= m,



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

220 МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ В ЗАДАЧАХ

Ln,n =

∫ π

θ0

cos2(nθ)dθ =
π − θ0

2
− sin(2nθ0)

4n
, n ≥ 1,

L0,0 =

∫ π

θ0

dθ = π − θ0.

При численных расчетах для нахождения ограниченного решения системы
уравнений (4.110), (4.111) можно использовать метод простой редукции.

Аналогично рассмотрениям п. 2 можно показать, в предположении, что
заданная четная функция f(θ) непрерывно дифференцируема на отрезке |θ| ≤
θ0 и f(θ0) = 0 и f

′
(θ0) = 0, что для ограниченного решения алгебраической

системы уравнений справедливы асимптотики

Cm ≈ −
2 cΓ(β + 1) sin(mθ0 + βπ/2)

πmβ+1
, m→∞,

An ≈
2 cΓ(β+1)

πnβ+1

[
cos θ0 sin

(
nθ0+π

β

2

)
−sin

(
nθ0−π

β

2

)]
, n→∞.

При этом постоянная c в этих асимптотических формулах является неизвест-
ной и должна определяться в процессе численного решения системы (4.110),
(4.111) на основе метода улучшенной редукции.

4.6 Задача об акустическом волноводе

Как уже отмечалось, основные результаты, достигнутые на основании ме-
тода частичных областей, относятся к тем случаям, когда смежные частичные
области не пересекаются, т. е. имеют только одну общую граничную поверх-
ность или линию. В том случае когда смежные частичные области пересекают-
ся, традиционные способы использования метода частичных областей могут
оказаться неэффективными (см., например, [36,46,387]).

В данном параграфе, основанном на статье [37], излагается подход, поз-
воляющий эффективно применять метод частичных областей в случаях, ко-
гда смежные частичные области имеют непустое пересечение. Основную идею
предлагаемого обобщения поясним на следующем простом примере.

Пусть двумерная область S с границей Γ, в которой рассматривается гра-
ничная задача третьего рода для уравнения Гельмгольца

∆u(x, y) + k2u(x, y) = 0, (x, y) ∈ S, (4.112)(
∂u

∂n
+ bu

)∣∣∣∣
Γ

= f, (4.113)

представляется в виде объединения двух областей S1 и S2 с кусочно-гладки-
ми границами, которые имеют непустое пересечение S0. Предположим, что
геометрия каждой из областей S1, S2 дает возможность построения достаточ-
но широкого набора решений уравнения (4.112), эти наборы обозначим через
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u1 и u2, соответственно. Пусть Γ1 – граница S1, а Γ2 – граница S2, и Γ0
1 –

часть границы области S1, которая попадает внутрь области S2, а Γ0
2 – часть

границы области S2, которая лежит в области S1 (рис. 4.2). Таким образом,
граница Γ0 области S0 состоит из объединения кривых Γ0

1 и Γ0
2.

Традиционное использование метода

Рис. 4.2. Область S, состоящая
из двух пересекающихся обла-
стей S1 и S2

частичных областей в рассматриваемой
ситуации состоит в том, что в одной из
областей, например в S1, используется об-
щее решение u1, а решение u2 использует-
ся лишь в области S2 \S0. Такое представ-
ление решения граничной задачи (4.112),
(4.113) предполагает, кроме выполнения
граничного условия (4.113), также выпол-
нение условий сопряжения

u1|Γ0
1

= u2|Γ0
1
,

∂u1

∂n

∣∣∣∣
Γ0
1

=
∂u2

∂n

∣∣∣∣
Γ0
1

.
(4.114)

Предлагаемый подход состоит в том, чтобы для построения решения функ-
ции u1, u2 в полной мере в областях их определения, т. е. в области S0, ис-
пользовать как u1, так и u2. При этом, вместо двух условий (4.114) на одной
кривой Γ0

1 требуется выполнение по одному условию на каждой из кривых Γ0
1,

Γ0
2: (

∂u1

∂n
+ αu1

)∣∣∣∣
Γ0
j

=

(
∂u2

∂n
+ αu2

)∣∣∣∣
Γ0
j

, j = 1, 2, (4.115)

где α – некоторая постоянная и ∂/∂n – производная по внешней нормали к
S0. Первое из условий (4.115) (когда j = 1) является линейной комбинацией
условий сопряжения (4.114), а второе условие из (4.115) есть аналогичная
линейная комбинация условий сопряжения на кривой Γ0

2:

u1|Γ0
2

= u2|Γ0
2
,

∂u1

∂n

∣∣∣∣
Γ0
2

=
∂u2

∂n

∣∣∣∣
Γ0
2

. (4.116)

Тогда, если предположить, что однородная граничная задача третьего рода

∆u(x, y) + k2 u(x, y) = 0, (x, y) ∈ S0,(
∂u

∂n
+ αu

)∣∣∣∣
Γ0

= 0, (4.117)
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где ∂/∂n – производная по внешней к S0 нормали, имеет лишь тривиальное ре-
шение, то из выполнения условий (4.115) будет следовать выполнение условий
сопряжения (4.114) и (4.116).

Для того, чтобы задача (4.117) имела единственное нулевое решение, до-
статочно постоянную α в (4.117) взять невещественной:

α = α0 + iα1, α1 6= 0.

Докажем это утверждение. Действительно, пусть u – решение граничной зада-
чи (4.117), тогда по формуле Грина имеем

k2

∫ ∫
S0

|u|2 dx dy −
∫ ∫

S0

|∇u|2 dx dy = α

∫
Γ0

|u|2 dΓ0. (4.118)

Беря в равенстве (4.118) мнимую часть, получаем

α1

∫
Γ0

|u|2 dΓ0 = 0,

откуда
u|Γ0

= 0, (4.119)

что, с учетом граничного условия из (4.117), дает также равенство

∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ0

= 0. (4.120)

Из (4.119), (4.120) на основании теоремы единственности решения задачи Ко-
ши для эллиптического уравнения второго порядка [173, с. 376] получаем, что
u ≡ 0, (x, y) ∈ S0.

Замечание. Из проведенных рассуждений вытекает, что вместо условий
(4.115) на кривых Γ0

1, Γ0
2 можно использовать условия(

b1
∂u1

∂n
+ b2u1

)∣∣∣∣
Γ0
1

=

(
b1
∂u2

∂n
+ b2u2

)∣∣∣∣
Γ0
1

, (4.121)

(
∂u1

∂n
+ αu1

)∣∣∣∣
Γ0
2

=

(
∂u2

∂n
+ αu2

)∣∣∣∣
Γ0
2

(4.122)

с произвольными вещественными постоянными b1, b2, |b1| + |b2| 6= 0 (в част-
ности, одно из чисел b1 или b2 может быть равным нулю) и постоянной α с
Imα 6= 0.

Для иллюстрации эффективности предлагаемого подхода рассмотрим кон-
кретную плоскую граничную задачу для уравнения Гельмгольца (4.112) отно-
сительно потенциала скорости u.

Пусть имеется сложный волновод, представляющий собой сочленение кли-
новидного (1) и плоского в виде полуполосы (2) волноводов (рис. 4.3). Будем



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к
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Рис. 4.3. Сочленение двух вол-
новодов: 1 - клиновидный волно-
вод; 2 - плоский волновод; 3 - ис-
точник звука

Рис. 4.4. Поршень в плоском
волноводе: 1 - плоский волно-
вод; 2 - источник звука

полагать, что стенки этих волноводов являются акустически жесткими, а внут-
ри волноводов имеется акустическая среда с волновым сопротивлением ρc.
Звуковое поле в рассматриваемом волноводе создается источником (3), распо-
ложенном в вершине клиновидного волновода, поверхность R = R0, |φ| ≤ φ 0

которого совершает гармонические колебания с колебательной скоростью v0 =

= 1. Введем в рассмотрение две системы координат – цилиндрическую и де-
картову с общим центром O в вершине клина (рис. 4.3). С учетом принятых
выше предположений можно сформулировать следующие граничные условия:

∂u

∂r
= 1, r = R0, |φ| ≤ φ 0, (4.123)

∂u

∂φ
= 0, |φ| = φ 0, R0 ≤ r ≤ R1, (4.124)

∂u

∂y
= 0, |y| = h, x ≥ l, (4.125)

Всю область существования волнового поля внутри волновода S разобьем
на две смежные подобласти

S1 = {R0 ≤ R1, |φ| ≤ φ 0}, S2 = {|y| ≤ h, x ≥ h}.

Очевидно, что заштрихованная на рис. 4.3 область S0 является пересечением
смежных подобластей S1 и S2, а дуга Γ0

1 и отрезок Γ0
2 образуют границу S0.
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С учетом условий (4.123) и (4.124) общее решение уравнения Гельмгольца
относительно потенциала скорости u1 в области S1 представим в виде

u1 =

∞∑
n=0

An

[
Jαn(kr)−

J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn(kr)

]
cos(αnφ)−

− N0(kr)

kN1(kR0)
, (4.126)

где последовательность αn = πn/φ 0, и An – неизвестные коэффициенты.
Кроме того, здесь

Nα(r) =
1

2i

[
H(1)
α (r)−H(2)

α (r)
]

– цилиндрическая функция Неймана и, в частности, N ′0(r) = −N1(r).
Для области S2, с учетом граничного условия (4.125) выражение для u2

запишем в виде

u2 =

∞∑
m=0

Cm exp [−km(x− l)] cos(βmy) (4.127)

с последовательностью βm = πm/h и k2
m = β2

m − k2.
Принимая α = i, условия (4.115) для рассматриваемой граничной задачи

(4.123)–(4.125) записываем в виде(
∂u1

∂r
+ iu1

)
=

(
∂u2

∂r
+ iu2

)
, r = R1, |φ| ≤ φ, (4.128)

(
−∂u1

∂x
+ iu1

)
=

(
−∂u2

∂x
+ iu2

)
, x = l, |y| ≤ h. (4.129)

При этом чтобы выполнить условие (4.128), потенциал u2 необходимо пред-
ставить в цилиндрических переменных, а для выполнения условия (4.129) по-
тенциал u1 следует представить в декартовых координатах согласно формул
перехода

r =
√
x2 + y2, φ = arctan(y/x), x = r cosφ, y = r sinφ.

При этом справедливы выражения

∂u1

∂r
=

∞∑
n=0

Ank

[
J
′
αn(kr)−

J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
N
′
αn(kr)

]
cos(αnφ) +

N1(kr)

N1(kR0)
,

∂u2

∂r
=−

∞∑
m=0

Cm e
−km(r cosφ−l)[km cosφ cos(βmr sinφ) + βm sinφ sin(βmr sinφ)]
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и

∂u1

∂x
=

x√
x2 + y2

N1

(
k
√
x2 + y2

)
N1(kR0)

+

+

∞∑
n=0

An
x√

x2 + y2

J ′αn(k√x2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
N
′
αn

(
k
√
x2 + y2

) cos[αn arctan(y/x)]+

+

∞∑
n=0

An
αny

x2 + y2

Jαn(k√x2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn

(
k
√
x2 + y2

) sin[αn arctan(y/x)],

∂u2

∂x
= −

∞∑
m=0

Cm km e
−km(x−l) cos(βmy).

Используя эти выражения и равенства (4.126), (4.127), получаем из
(4.128), (4.129) функциональные уравнения

∞∑
n=0

Ank

[
J
′
αn(kR1)−

J
′
αn(kR0)

N
′
αn(kR0)N

′
αn(kR1)

]
cos(αnφ) +

N1(kR1)

N1(kR0)
+

+i

∞∑
n=0

An

[
Jαn(kR1)−

J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn(kR1)

]
cos(αnφ)− i N0(kR1)

kN1(kR0)
=

= −
∞∑
m=0

Cm kme
−km(R1 cosφ−l) cosφ cos(βmR1 sinφ)−

−
∞∑
m=0

Cm βme
−km(R1 cosφ−l) sinφ sin(βmR1 sinφ)+

+i
∞∑
m=0

Cm e
−km(R1 cosφ−l) cos(βmR1 sinφ), |φ| ≤ φ0 ,

−
∞∑
n=0

An
kl√
l2 + y2

[
J
′
αn

(
k
√
l2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
N
′
αn

(
k
√
l2 + y2

)]
cos[αn arctan(y/l)]−
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−
∞∑
n=0

An
αny

l2 + y2

[
Jαn

(
k
√
l2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn

(
k
√
l2 + y2

)]
sin[αn arctan(y/l)]−

− l√
l2 + y2

N1

(
k
√
l2 + y2

)
N1(kR0)

− i
N0

(
k
√
l2 + y2

)
kN1(kR0)

+

+i

∞∑
n=0

An

[
Jαn

(
k
√
l2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn

(
k
√
l2 + y2

)]
cos[αn arctan(y/l)] =

=

∞∑
m=0

Cm km cos(βmy) + i

∞∑
m=0

Cm cos(βmy), |y| ≤ h.

Из этих функциональных соотношений, используя ортогональность входя-
щих в них систем тригонометрических функций, получаем следующую беско-
нечную систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвест-
ных An, Cm:

(1 + δ0,n)φ0

2
BnAn =

∞∑
m=0

Cme
kmlLnm−

− δ0,n φ0
kN1(kR1)− iN0(kR1)

kN1(kR0)
, n = 0, 1, . . . , (4.130)

(i+ km)
(1 + δ0m)

2
Cm =

∞∑
n=0

AnMmn +Qm, m = 0, 1, . . . ,

где коэффициенты

Bn = kJ
′
αn(kR1) + iJαn(kR1)−

J
′
αn(kR0)[kN

′
αn(kR1) + iNαn(kR1)]

N ′αn(kR0)
,

Lnm =

∫ φ0

0

e−kmR1 cosφ [(−km cosφ+ i) cos(βmR1 sinφ)−

−βm sinφ sin(βmR1 sinφ)] cos(αnφ) dφ,

Mmn =

∫ h

0

M̃n(y) cos(βmy) dy,

M̃n(y)− kl√
l2 + y2

J ′αn(k√l2 + y2

)
−
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−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
N
′
αn

(
k
√
l2 + y2

) cos[αn arctan(y/l)]−

− αny

l2 + y2

Jαn(k√l2 + y2

)
−

−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn

(
k
√
l2 + y2

) sin[αn arctan(y/l)]+

+i

[
Jαn

(
k
√
l2 + y2

)
−
J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn

(
k
√
l2 + y2

)]
cos[αn arctan(y/l)]

и

Qm = −
∫ h

0

i N0

(
k
√
l2 + y2

)
kN1(kR0)

+
l√

l2 + y2

N1

(
k
√
l2 + y2

)
N1(kR0)

 cos(βmy) dy.

Обычно такого вида системы решаются методом редукции. При этом возни-
кают вопросы, связанные с проверкой достоверности полученного численного
решения и его точности. Для этой цели используются различные критерии,
преимущества и недостатки которых обсуждаются в [46]. В рассматриваемой
задаче проверялось качество выполнения условий на обеих границах Γ0

1, Γ0
2.

При этом анализировалась оценка устойчивости решения системы уравнений
(4.130) путем сравнения поведения значений первых неизвестных An, Cm и
изменения точности выполнения условий сопряжения при увеличении поряд-
ка решаемой конечной редуцированной системы уравнений. Была проведена
проверка выполнения закона сохранения энергии.

Проверка по указанным выше критериям проводилась в широком диапа-
зоне геометрических и волновых параметров рассматриваемой системы вол-
новодов. Во всех случаях эффективность предлагаемого подхода оставалась
достаточно высокой. В качестве примера в табл. 4.1 приведены данные о каче-
стве выполнения условий сопряжения на границе Γ0

1 при следующих значениях
параметров:

2h

λ
= 0,45 , φ 0 =

π

4
,
R0

R1
= 0,3.

Количество неизвестных, удерживаемых при фактическом решении системы
уравнений (4.130), составляло 10 (n = 0, 1, . . . , 4,m = 1, 2, 3, 4). Отметим, что
в табл. 4.1 величины u

′
1 и u

′
2 означают производную от u1 и u2 по переменной

x.
Как следует из данных табл. 4.1, несмотря на сравнительно небольшое

количество удерживаемых неизвестных, качество выполнения условий сопря-
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Табл. 4.1. Выполнение условий сопряжения на границе Γ0
1

y/h −Reu1 Imu1 −Reu′1 −Imu′1 −Reu2 Imu2 −Reu′2 −Imu′2
0,0 0,12084 0,24058 0,44688 0,28624 0,12088 0,24058 0,44599 0,28513
0,1 0,12303 0,23998 0,44148 0,28554 0,12301 0,24000 0,44229 0,28567
0,2 0,12942 0,23817 0,42574 0,28328 0,12942 0,23817 0,42574 0,28328
0,3 0,13951 0,23516 0,40101 0,27911 0,13951 0,23515 0,40121 0,27933
0,4 0,15254 0,23095 0,36921 0,27253 0,15254 0,23094 0,36944 0,27286
0,5 0,16757 0,22557 0,33242 0,26301 0,16760 0,22553 0,33162 0,26313
0,6 0,18356 0,21914 0,29229 0,24959 0,18351 0,21919 0,29264 0,25000
0,7 0,19937 0,21185 0,24932 0,23036 0,19950 0,21179 0,24892 0,22907
0,8 0,21389 0,20400 0,20223 0,20179 0,21398 0,20399 0,20259 0,20351
1,0 0,23569 0,18693 0,08221 0,09498 0,23452 0,19054 0,09179 0,10179

жения как по потенциалу скорости, так и по колебательной скорости является
достаточно высокой. Практически во всех точках невязка наблюдается в тре-
тьем знаке и лишь в точке y/h = 1,0 невязка по потенциалу скорости состав-
ляет 0,46 %, а по колебательной скорости – 1,9 %. При этом закон сохранения
энергии выполняется с точностью до 0,1 % (энергия вычислялась на поверх-
ности источника r = R0 и в дальнем поле, когда x → ∞). При увеличении
количества удерживаемых неизвестных до 14 (n = 0, 1, . . . , 5, m = 0, 1, . . . 8)

различие между значениями u1 и u2, а также u
′
1 и u

′
2 наблюдалось уже только

в четвертом знаке. При этом закон сохранения энергии выполнялся с точно-
стью до 0,01 %.

При проведении численной проверки предложенного подхода вместо усло-
вия (4.115) на кривой Γ0

1 использовалось также условие (4.121) с b1 = 0,
b2 = 1. В этом случае также все указанные критерии проверки достоверности
полученного решения показали высокую эффективность рассматриваемого ме-
тода решения.

Интересно сопоставить приведенные результаты с данными, полученными
с использованием традиционного метода частичных областей, основанного на
выполнении условий сопряжения (4.114) на дуге Γ0

2. При выполнении этих
условий на основании выражений (4.126), (4.127) получаем следующие функ-
циональные соотношения на отрезке |φ| ≤ φ0:

∞∑
n=0

An

[
Jαn(kR1)−

J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR0)
Nαn(kR1)

]
cos(αnφ)− N0(kR1)

kN1(kR0)
=

=
∞∑
m=0

Cme
−km(R1 cosφ−l) cos(βmR1 sinφ),

∞∑
n=0

Ank

[
J
′
αn(kR1)−

J
′
αn(kR1)

N ′αn(kR0)
N
′
αn(kR1)

]
cos(αnφ) +

N1(kR1)

N1(kR0)
=
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= −
∞∑
m=0

Cme
−km(R1 cosφ−l[km cosφ cos(βmR1 sinφ) +βm sinφ sin(βmR1 sinφ)].

Отсюда получаем систему линейных алгебраических уравнений относи-
тельно неизвестных An, Cm:

AnDn −
∞∑
m=0

Cme
kmlNnm = δ0n φ0

N0(kR1)

kN1(kR0)
, n = 0, 1, . . . ,

AnD̃n +

∞∑
m=0

Cme
kmlÑnm = −δ0nφ0

N1(kR1)

N1(kR0)
, n = 0, 1, . . . ,

(4.131)

с коэффициентами

Dn =
1 + δ0n

2
φ0

[
Jαn(kR1)−

J
′
αn(kR0)

N ′αn(kR1)
Nαn(kR1)

]
,

Nnm =

∫ φ0

0

e−kmR1 cosφ cos(βmR1 sinφ) cos(αnφ) dφ,

D̃n =
1 + δ0n

2
φ0k

[
J
′
αn(kR1)−

J
′
αn(kR1)

N ′αn(kR0)
N ′αn(kR1)

]
,

Ñnm =

∫ φ0

0

e−kmR1 cosφ [km cosφ cos(βmR1 sinφ)+

+βm sinφ sin(βmR1 sinφ)] cos(αnφ) dφ,

где n,m = 0, 1, . . . .

Из этой системы путем алгебраических преобразований нетрудно получить
систему для неизвестных Cm

∞∑
m=0

Cm e
kml[DnÑnm + D̃nNnm] =

= −δ0nφ0
D̃nN0(kR1) +DnkN1(kR1)

kN1(kR0)
, n = 0, 1, . . . . (4.132)

Решая эту систему методом редукции можно определить коэффициенты
Cm, а затем, исходя из одного из уравнений (4.130), найти и коэффициен-
ты An. Были выполнены соответствующие расчеты при указанных выше зна-
чениях параметров волноводов для 10 неизвестных (n = 0, 1, . . . , 5, m =

= 0, 1, . . . , 5). Данные о качестве выполнения условий сопряжения на Γ0
2 при-

ведены в табл. 4.2. Как видно из таблицы, при традиционном использова-
нии метода частичных областей и при прочих равных параметрах качество
выполнения условий сопряжения является полностью неудовлетворительным.
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Табл. 4.2. Выполнение условий сопряжения на границе Γ0
2

y/h −Reu1 −Imu1 −Reu′1 Imu′1 Reu2 Imu2 −Reu′2 Imu′2
0,0 0,22904 0,08797 0,32100 0,10924 0,31202 0,07470 0,22599 0,39013
0,1 0,23096 0,08775 0,31148 0,10054 0,31061 0,07453 0,22021 0,40057
0,2 0,23654 0,08709 0,30054 0,10002 0,30583 0,07456 0,22004 0,40098
0,3 0,24528 0,08599 0,28091 0,10000 0,29704 0,07570 0,19921 0,40003
0,4 0,25642 0,08445 0,25904 0,09999 0,28511 0,07785 0,15044 0,39566
0,5 0,26905 0,08249 0,21036 0,09601 0,27261 0,08008 0,12166 0,38313
0,6 0,28215 0,08014 0,18229 0,09154 0,25962 0,08198 0,09024 0,39100
0,7 0,29470 0,07749 0,15032 0,08436 0,24759 0,08422 0,06492 0,38247
0,8 0,30570 0,07465 0,11229 0,07415 0,23612 0,08744 0,02487 0,37261
1,0 0,31984 0,06851 0,04031 0,03487 0,22356 0,09219−0,04020 0,34018

Не удовлетворяет также и выполнение закона сохранения энергии (невязка по
потенциалу скорости составляет 24 %, а по колебательной скорости – 30 %).

На основании проведеного анализа можно сделать вывод о том, что предло-
женный подход позволяет эффективно применять метод частичных областей
в тех случаях, когда смежные частичные подобласти имеют непустое пере-
сечение. Это обстоятельство открывает возможности для расширения класса
задач, решаемых на основании метода частичных областей. Отметим также,
что при конкретных вычислениях параметров волнового поля в зоне пересече-
ния подобластей S0 можно практически с равной эффективностью использо-
вать как выражение (4.126), так и выражение (4.127), что является еще одной
особенностью предложенного подхода по сравнению с традиционным исполь-
зованием метода частичных областей. Выше основное внимание было уделено
изложению сути нового подхода и его обоснованию. Вместе с тем определен-
ный интерес представляют также конкретные количественные данные о харак-
тере звукового поля в рассматриваемом сложном волноводе [46,387]. Проана-
лизируем частотные зависимости импеданса излучения Zv источника. Такой
анализ интересно проводить в сравнении с данными об импедансе излучения
поршня, вмонтированного в акустически жесткий экран и излучающего в плос-
кий волновод, высота которого 2h больше высоты поршня 2a (см. рис. 4.4).

Получение аналитического выражения, определяющего импеданс излуче-
ния Zn такого волновода, является тривиальным. При этом получаем выраже-
ние

Zn = γ +
2β

π2γ

∞∑
n=1

sin2(nπγ)

n2
√
β2 − (n/2)2

, β =
h

λ
, γ =

R0 sinφ 0

h
. (4.133)

Чтобы результаты были сопоставимы, считаем, что поверхности источников в
волноводах на рис. 4.3 и 4.4 являются одинаковыми, т. е. справедливо равен-
ство R1φ 0 = a.

На рис. 4.5 приведены частотные зависимости компонент импеданса излу-
чения источников звука, рассчитанных для значений параметров φ 0 = π/4,
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Рис. 4.5. Частотные зависимости импеданса излучения: 1 – Re Zn; 2 –
Im Zn; 3 – Re Zv, φ0 = π/4; 4 – Im Zv, φ0 = π/4; 5 – Re Zn, φ0 = π/10;
6 – Im Zn, φ0 = π/10

R0/R1 = 0,5 , R1/h =
√

2 и диапазона значений h/λ < 0,5 , где величина
ReZn = 0,0556 (см. (4.133)). Величина ImZn определяется суммой в (4.133),
причем когда h/λ → π/4, то первое слагаемое суммы стремится к бесконеч-
ности, что и отражает поведение кривой 2 на рис. 4.5.

В принципе эти факты являются известными и приведены здесь для того,
чтобы показать, что изменится, если источник звука “спрятать” в клиновидный
рупор, который сочленен с плоским волноводом.

Как видим, при малых значениях h/λ импедансы Zn и Zv близки друг
к другу. Более того, при h/λ → 0 имеем ReZn = ReZv. При увеличении
h/λ величина ReZv возрастает и для h/λ ≈ 0,48 достигает единицы. В тоже
время величина ImZv возрастает не так резко, как ImZn, и при h/λ ≈ 0,48

приближается лишь к 0,56 .

Приведенные результаты наглядно показывают, что при прочих равных зна-
чениях параметров размещение источника в клиновидном рупоре увеличивает
эффективность излучения звука в плоских волноводах, т. е., как и следовало
ожидать, выполняет согласующую роль между источником и плоским волно-
водом. Естественно ожидать, что с уменьшением угла φ 0 (при сохранении
величины R0φ 0) эффект согласования источника с плоским волноводом дол-
жен повышаться. Результаты расчета Zv для φ 0 = π/10 подтверждают это
предположение (см. кривые 5 и 6 на рис. 4.5). Как видно, ReZv уже при hλ =

= 0,23 достигает единицы и в дальнейшем осциллирует около этого значения.
Величина ImZv также быстро возрастает и достигает своего максимального
значения при h/λ = 1,7, после чего, осциллируя, асимптотически приближа-
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ется к нулю. Как показывают расчеты, при дальнейшем уменьшении угла φ 0

величина ReZv еще раньше достигает единицы, a ImZv – своего экстремума.
Приведенный физический анализ может служить еще одним аргументом

в пользу достоверности количественных результатов, полученных с помощью
предложенного метода.

4.7 Задача об излучении звука конечной цилиндрической обо-
лочкой

Рис. 4.6. Геометрия задачи о
цилиндре

Исследование характеристик звуко-
вого поля, создаваемого колебанием
конечного отрезка жесткой цилиндри-
ческой оболочки, является одной из
интересных задач акустики, имеющей
многочисленные приложения. Среди
соответствующих исследований можно
выделить как классические мемуары
Гельмгольца [370] и Рэлея [431] по тео-
рии органных труб, так и современный
анализ водозаполненных пьезокерами-
ческих излучателей [372, 405]. В элек-
тродинамике родственная по постанов-
ке задача рассматривалась в статье
[127]. Конечные размеры излучателя и
наличие на нем кромок обуславливают
определенные трудности при построе-
нии аналитического решения соответ-
ствующей граничной задачи. В рабо-
те [290] граничная задача излучения
звука конечной открытой трубой сведе-

на к интегральному уравнению Фредгольма второго рода на отрезке.
В данном параграфе используется иной аналитический подход к решению

такой граничной задачи, учитывающий специфику условий на ребре излуча-
теля. Проводится анализ энергетической эффективности излучения звука в
широком диапазоне изменения частот и геометрических параметров оболоч-
ки.

Рассмотрим конечную жесткую цилиндрическую оболочку, определяемую
цилиндрической системе координат (r, χ, z) соотношениями r = a, 0 ≤ χ ≤ 2π,
|z| ≤ h (см. рис. 4.6). Считаем, что оболочка расположена в акустическом
пространстве, характеризуемом плотностью ρ и скоростью звука c. Толщиной
стенок оболочки по сравнению с длиной звуковой волны пренебрегаем и счита-
ем, что оболочка совершает гармонические осесимметричные колебания, при
которых наружная и внутренняя стенки колеблются синфазно, имея нормаль-
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ную компоненту скорости v0f(z) e−iωt. Задание на поверхности излучателя
значений нормальной колебательной скорости, не зависящей от реакции сре-
ды, идеализирует реальные источники звука. Однако для выяснения основных
особенностей звукового поля решение такой модельной задачи имеет опреде-
ляющее значение.

Акустический потенциал φ (r, z) (здесь и далее множитель e−iωt опуска-
ем) осесимметричного звукового поля удовлетворяет однородному уравнению
Гельмгольца в цилиндрических координатах

∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+
∂2φ

∂z2
+ k2φ = 0, k =

ω

c
, (4.134)

и граничным условиям

− ∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a+0

= − ∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=a−0

= v0f(z), |z| ≤ h, (4.135)

а также условию конечности акустической энергии в окрестности кромок r =

= a, |z| = h и условию излучения на бесконечности. Амплитудные значения
давления и вектора колебательной скорости выражаются через потенциал φ
соотношениями

p = −i ωρφ, ~v = −∇φ.
Решение поставленной граничной задачи строим по методу частичных об-

ластей, разделяя цилиндрической поверхностью r = a акустическое простран-
ство на две подобласти I и II. При этом в каждой из них представляем по-
тенциал звукового поля в виде интеграла Фурье

φ 1(r, z) =

∫ ∞
−∞

A(α) J0(qr)eiαz dα, r ≤ a, |z| <∞,

φ 2(r, z) =

∫ ∞
−∞

B(α)H
(1)
0 (qr)eiαz dα, r ≥ a, |z| <∞, (4.136)

где
q =

√
k2 − α2, |α| ≤ k, q = i

√
α2 − k2, |α| > k.

Здесь A(α), B(α) – неизвестные комплекснозначные функции, а Jν(·) и
H

(1)
ν (·) – соответственно функции Бесселя и Ханкеля первого рода. Представ-

ление (4.136) позволяет удовлетворить уравнению (4.134) в каждой из частич-
ных областей и условию излучения. Для определения функций A(α) и B(α)

необходимо использовать условия непрерывности звукового поля по давлению
φ 1 = φ 2 и нормальной составляющей скорости ∂φ 1/∂r = ∂φ 2/∂r на границе
частичных областей r = a, |z| > h, а также граничное условие (4.135). Так как
внутренняя и внешняя стенки оболочки по условию колеблются синфазно, то
равенство нормальных составляющих скоростей имеет место на всей поверх-
ности r = a. В силу свойств интеграла Фурье это обуславливает связь между
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функциями A(α) и B(α):

A(α) = [H
(1)
1 (qa)/J1(qa)]B(α). (4.137)

Условие непрерывности давления с учетом равенства (4.137) и тождества

J1(qa)H
(1)
0 (qa)− J0(qa)H

(1)
1 (qa) =

2i

πqa
,

а также граничное условие (4.135) приводят к парному интегральному уравне-
нию относительно функции B(α):∫ ∞

−∞

B(α)

qaJ1(qa)
eiαz dz = 0, |z| > h, (4.138)

∫ ∞
−∞

B(α) q H
(1)
1 (qa) eiαz dz = v0f(z), |z| < h. (4.139)

Выразим B(α) через новую неизвестную функцию ψ(z) по формуле

B(α) =
qaJ1(qa)

4α

∫ h

−h
ψ(ζ) e−iαζ dζ (4.140)

с условием ∫ h

−h
ψ(ζ) dζ = 0. (4.141)

Замена (4.140) позволяет тождественно удовлетворить уравнению (4.138). Ис-
пользуя представление (4.136), можно показать, что справедливо равенство

∂φ 1(a, z)

∂z
− ∂φ 2(a, z)

∂z
= ψ(z), (4.142)

т. е. функция ψ(z) определяет скачок касательной составляющей скорости
частиц среды на внешней и внутренней стенках излучателя. Интегрируя по
z ∈ (−h, h) соотношение (4.142), находим, что интегральное условие (4.141)
выражает условие непрерывности давления на кромке r = a, |z| = h. Подста-
новка (4.140) в (4.139) и учет асимптотики

q2aJ1(qa)H
(1)
1 (qa)

4α
= ± i

4π
+ O

(
1

α2

)
, α→ ±∞,

после перемены порядков интегрирования позволяют получить для неизвест-
ной функции ψ(z) интегральное уравнение∫ h

−h
/

ψ(ζ)

ζ − z dζ +

∫ h

−h
K(ζ, z)ψ(ζ) dζ = 2πv0f(z), |z| < h, (4.143)
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где регулярное ядро K(ζ, z) имеет вид

K(ζ, z) =
πi

2

∫ ∞
0

[
q2aJ1(qa)H

(1)
1 (qa)

α
− i

π

]
sinα(z − ζ) dα

и в дальнейшем находится численным интегрированием с заданной точностью.
Уравнение (4.143) относится к полным сингулярным интегральным уравнени-
ям типа Коши на конечном отрезке. Согласно общей теории таких уравнений,
для удовлетворения условия конечности энергии в окрестности кромок r = a,
|z| = h решение интегрального уравнения (4.143) следует искать в виде

ψ(ζ) =
γ(ζ)√
h2 − ζ2

, (4.144)

где функция γ(ζ) удовлетворяет условию Гельдера на отрезке |ζ| ≤ h. В этом
классе функций уравнение (4.143) имеет индекс κ = 1 (см. [49]), при этом
условие (4.141) позволяет выделить единственное решение уравнения (4.143).
При численном интегрировании уравнения (4.143) применялся метод дискрет-
ных особенностей [23]. Соответствующая система линейных алгебраических
уравнений, аппроксимирующая интегральное уравнение (4.143), является недо-
определенной и для ее замыкания следует использовать условие (4.141).

В дальнейшем, для простоты рассмотрений, ограничимся случаем, когда
f – четная функция. В этом случае функция ψ является нечетной, что да-
ет возможность вдвое уменьшить порядок системы линейных алгебраических
уравнений, а условие (4.141) заменить на более простое условие ψ(0) = 0.
При количестве расчетных точек N = 2M + 1 система линейных алгебраиче-
ских уравнений для численного решения интегрального уравнения (4.143) по
неравномерной сетке имеет вид

π

N

M∑
j=1

γ(ζj)
2ζj

ζ2
j − z2

l

+
π

N

M∑
j=1

γ(ζj)[K(ζj , zl)−K(−ζj , zl)] =

= 2πv0f(zl), l = 1, 2, . . . ,M, (4.145)

где ζj = h cos[π(2j − 1)/(2N)] и zl = h cos(lπ/N). После решения системы
(4.145) – нахождения величин γ(ζj), функцию γ удобно представить интерпо-
ляционным многочленом по полиномам Чебышева первого рода:

γ(ζ) = v0h

M∑
m=1

CmT2m−1

(
ζ

h

)
, Cm =

4

v0hN

M∑
j=1

γ(ζj)T2m−1

(
ζj
h

)
. (4.146)

На основании выражения (4.146) можно получить формулы для функции ψ и,
следовательно, для B(α), посредством которых определяются физические ха-
рактеристики звукового поля. Так, выражение для нормальной составляющей
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скорости на поверхности цилиндра r = a, |z| <∞, которое при |z| ≤ h следует
использовать для проверки точности выполнения граничных условий задачи,
имеет вид

vr(a, z)

v0
=

=
πih

2a

m∑
m=1

(−1)mCm

∫ ∞
0

[
q2a2

α
J1(qa)H

(1)
1 (qa)− ia

π

]
J2m−1(αh) cos(α)dα−

−


1

2

M∑
m=1

(−1)mCm
h cos[(2m− 1) arcsin(|z|/h)]

2
, |z| ≤ h,

1

2

M∑
m=1

h√
z2 − h2

(
h

|z|+
√
z2 − h2

)2m−1

, |z| > h.

Анализ данного выражения показывает, что при подходе к кромке со стороны
акустической среды распределение колебательной скорости имеет особенность
порядка (z2 − h2)−1/2. Это полностью согласуется с требованием конечности
акустической энергии в окрестности кромок оболочки.

Порядок M системы системы алгебраических уравнений (4.145) зависит
от безразмерного волнового числа ka, отношения h/a и требуемой точности
в удовлетворении граничных условий задачи. Анализ численных результатов
при f(z) ≡ 1 в диапазоне 0, 1 ≤ ka ≤ 5 и 0, 1 ≤ h/a ≤ 5 показал, что в системе
(4.145) достаточно взять 5− 10 уравнений для того, чтобы относительная по-
грешность в удовлетворении граничного условия (4.135) не превышала 1 % по
всей длине оболочки, включая кромки. Таким образом, рассмотренный метод
решения задачи обеспечивает надежное определение характеристик ближнего
акустического поля при сравнительно небольшом объеме вычислений.

Определение характеристик дальнего поля можно осуществить на основа-
нии формулы Кирхгофа. С учетом геометрии излучателя, осесимметричности
задачи и условия равенства нормальной колебательной скорости на внутрен-
ней и внешней поверхностях оболочки эта формула дает представление для
потенциала φ = φ̃(R, θ) в сферических координатах (R, θ) (см. рис. 4.6):

φ̃(R, θ) =
a

2π

∫ h

−h

∫ 2π

0

[φ 2(a, z)− φ 1(a, z)]
∂

∂r

(
eikR

∗

R∗

)
dχdz,

где
R∗2 = (a cosχ−R cos θ)2 + (a sinχ)2 + (z −R sin θ)2.

Тогда для значения потенциала в дальнем поле, т. е. когда R→∞, получаем
выражение

φ̃(R, θ) ≈ −ka cos θ J1(ka cos θ)eikR

2R

∫ h

−h
[φ 2(a, z)− φ 1(a, z)] eikz sin θ dz.
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Учитывая интегральные представления (4.136), соотношения (4.137),
(4.140) и применяя теорему о вычетах, можно привести выражение для по-
тенциала в дальнем поле к виду

φ̃д(R, θ) = −ka cot θ J1(ka cos θ)
eikR

2kR

∫ h

−h
ψ(ζ) eikζ sin θ dζ. (4.147)

В итоге расчетная формула для давления в дальнем поле имеет вид

Pд(R, θ) = ρcv0
πik2ha

2
cos θ J1(ka cos θ)

eikR

kR
×

×
M∑
m=1

(−1)m+1Cm
J2m−1(kh sin θ)

sin θ
(4.148)

и показывает сложный характер излучения оболочки. Отметим, что при
h → 0 угловое распределение поля полностью характеризуется величиной
cos θ J1(ka cos θ). Важно подчеркнуть, что Pд(R, π/2) = 0 в этом порядке при-
ближения по R→∞ независимо от частоты и геометрических размеров излу-
чателя. Это свойство дальнего поля вдоль оси z можно качественно объяснить
тем обстоятельством, что каждый участок стенки оболочки колеблется как од-
но целое, в результате чего на внешней и внутренней поверхностях излучателя
создается звуковое давление противоположных знаков.

Важной характеристикой звукового поля излучателя является средняя за
период мощностьW , передаваемая излучателем акустической среде. Эту мощ-
ность можно вычислить двояко, либо рассматривая работу стенок оболочки,
затрачиваемую против внешнего и внутреннего давления, либо вычисляя поток
энергии в дальнем поле через замкнутую сферическую поверхность радиуса
R →∞. Оба подхода в силу закона сохранении энергии должны приводить к
одинаковому результату, что может служить дополнительным критерием оцен-
ки точности численного решения. В первом случае имеем W = W1 +W2:

Wj = (−1)j πaρωv0

∫ π

−π
f(z) Imφj(a, z) dz, j = 1, 2,

где W1, W2 – мощности излучателя соответствующие внутренней и внешней
стенок излучателя. Используя соотношения (4.136), (4.137) и (4.146), получа-
ем следующую расчетную формулу для мощности излучателя:

W = πρcv2
0kha

∞∑
m=1

(−1)m+1 Im (Cm)×

×
∫ π

−π
f(z)

cos[(2m− 1) arcsin(z/h)]

2m− 1
dz. (4.149)
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В случае равномерного распределения скорости f(z) ≡ 1 значения интегралов
под знаком суммы в представлении (4.149) при m ≥ 2 равны нулю. Следова-
тельно, мощность излучения в этом случае полностью определяется коэффи-
циентом C1:

W = π2ρcv2
0kh

2a ImC1.

Через характеристики дальнего поля мощность излучения определяется
следующим образом:

W = 2π

∫ π/2

−π/2
I(R, θ)R2 cos θ dθ; I(R, θ) =

1

2
Re (sp VR)д.

Черта означает комплексное сопряжение. Используя выражение (4.148) и со-
отношение VR,д = −∂φд/∂R, получаем

W = ρcv2
0
π2k2h2a2

9
×

×
∫ π/2

0

cot2 θ J1(ka cos θ)

∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

(−1)mCmJ2m−1(kh sin θ)

∣∣∣∣∣
2

cos θ dθ.

Результаты расчетов показывают, что в рассмотренном диапазоне измене-
ния величин ka и h/a оба подхода дают числовые значения, различающиеся
лишь в шестом знаке.

Перейдем к анализу конкретных результатов, полученных для равномер-
ного распределения колебательной скорости f(z) ≡ 1. На представленных
на рис. 4.7 зависимостях модуля давления в центре оболочки с отношением
h/a ≥ 1 обращает на себя внимание характерное резонансное поведение вбли-
зи некоторых значений ka. Эти значения соответствуют частотам продоль-
ного резонанса внутреннего объема трубы с открытыми концами. Учитывая
поправку Рэлея на открытые концы – увеличение эффективной длины трубы
на величину 1,22 a , первый продольный резонанс определяется соотношением

(ka)
(1)
прод =

πa

2h+ 1, 22a
.

На рис. 4.7 эти значения ka отмечены на оси абсцисс. Видно, что поправка
Рэлея при h/a ≥ 1 обеспечивает несколько заниженное, но вместе с тем на-
дежное (погрешность менее 5 %) определение резонансных частот внутреннего
объема среды. Для более длинных труб первый продольный резонанс являет-
ся весьма добротным – влияние внешней акустической среды на резонансной
частоте незначительно.

На рис. 4.8,а приведена частотная зависимость нормированных к длине
2h безразмерных (отнесенных к ρcv2

0a) значений мощности излучения внут-
ренней и внешней стенок излучателя при h/a = 1 и пульсирующего цилиндра
бесконечной длины. Видно, что на частоте ka ≤ 0,6 ниже первого продольного
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Рис. 4.7. Результаты для задачи о цилиндре (поправка Рэлея)

резонанса излучение в среду полностью определяется только внутренней стен-
кой оболочки. В частотном диапазоне 0,6 ≤ ka ≤ 1,05 излучаемая энергия
внутренней поверхности оболочки преобразуется в кинетическую энергию ко-
лебаний присоединенной массы жидкости на внешней стенке (отрицательные
значения W ). На частоте первого продольного резонанса мощность излуче-
ния внутренней поверхности резко возрастает, а поток акустической энергии
через внешнюю стенку излучателя равен нулю. С ростом ka величина потока
акустической мощности на единицу длины через внутреннюю стенку излуча-
теля уменьшается, а через внешнюю – увеличивается и стремится к значению
удельной мощности излучения пульсирующего цилиндра бесконечной длины.

Наряду с продольными резонансами внутренний объем трубы с открытыми
концами обладает и последовательностью частот чисто радиального резонанса
(ka)

(n)
рад = µn, J1(µn) = 0. На этих частотах поле внутри трубы не зависит от

координаты z и определяется решением плоской осесимметричной задачи. Рас-
сматривая выражение (4.148), видим, что на этих частотах (первая из которых
(ka)(1) = 3,832) при θ = 0 давление в дальнем поле равно нулю независимо от
высоты излучателя. Следовательно, в плоскости z = 0 при h/a→∞ на часто-
те радиального резонанса внутреннего объема жидкости не получаем картину,
характерную для плоской внешней задачи о равномерно пульсирующем излу-
чении бесконечного цилиндра. Невозможность такого предельного перехода
объясняется не столько влиянием колебания концов оболочки на звуковое по-
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Рис. 4.8. Удельная мощность излучения цилиндра

ле в срединной плоскости, сколько наличием у нее “открытых” торцов, через
которые происходит обмен энергией между внутренним объемом жидкости и
внешней средой.

В силу закона сохранения энергии поток через сечение z = ±h, 0 ≤ r ≤ a

равен потоку энергии через внутреннюю стенку излучателя. Поэтому, что-
бы оценить степень влияния внутреннего объема жидкости на формирование
внешнего акустического поля, рассмотрим взаимодействие стенок излучателя
по полю.
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На рис. 4.8,б показана удельная мощность излучения внутренней поверх-
ности и внешней поверхности излучателя на частоте первого радиального ре-
зонанса внутреннего объема жидкости в зависимости от значения отношения
h/a. Видно, что при увеличении отношения h/a мощность излучения внут-
ренней поверхности оболочки возрастает, в то время как удельная мощность
излучения внешней поверхности стремится к удельной мощности излучения
пульсирующего цилиндра бесконечной длины и волнового радиуса ka = 3,832.
Такое неограниченное увеличение мощности, передаваемой внутренней стен-
кой оболочки акустической среде и уносимой через открытые торцы, имеет
место только на радиальных резонансных частотах внутреннего объема.
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ГЛАВА 5

МЕТОД СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

В данной главе рассмотрены вопросы разложения по собственным функ-
циям, возникающие при использовании метода собственных функций. На ос-
новании установленной в третьей главе связи между методами суперпозиции
и собственных функций разработан новый подход к исследованию сходимости
таких разложений. Получены новые утверждения, связанные с оценками ко-
эффициентов разложений и оценками скорости сходимости рядов по собствен-
ным функциям. В данном контексте рассмотрены разложения по собственным
функциям, связанные с задачей Дирихле для бигармонического уравнения в
полуполосе, с задачей о деформировании упругой полуполосы и со смешанной
задачей теории упругости для полуполосы. Отметим, что задача о справедли-
вости разложения (3.114), связанном с бигармоническим уравнением, была
поставлена в качестве одной из математических проблем теории пластин еще
в работах [40, 196], а ее решение было дано в различных функциональных
пространствах и различными методами в недавних работах [73, 297, 364] (см.
также [45,74,298,299]).

В случае расходимости рядов (соответствующие примеры имеются в
[363, 365, 426]) приведены алгоритмы их регуляризации. При получении этих
результатов определяющее значение имеют асимптотические формулы для ко-
эффициентов спектральных разложений, установить которые позволяет най-
денная аналитическая связь между методами суперпозиции и собственных
функций.

Использование метода собственных функций для граничных задач в обла-
стях с криволинейным участком границы приводит к вопросу о справедливости
так называемой гипотезы Рэлея, содержание которой заключается в том, что
ряды по однородным решениям сходятся вплоть до границы рассматриваемой
области. Выполнение гипотезы Рэлея позволяет свести вопрос о построении
разложения решения рассматриваемой граничной задачи по однородным реше-
ниям к вопросу о нахождении коэффициентов разложения граничных данных
по соответствующему набору собственных функций. В этой связи в § 5.5, § 5.6
проведен анализ справедливости гипотезы Рэлея для бигармонической зада-
чи и для задачи теории упругости в полуполосе с криволинейным торцом.
Наряду с результатами общего характера на примере торца в виде синусоиды
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показано, что возможности использования гипотезы Рэлея в задачах теории
упругости вполне аналогичны соответствующим возможностям применитель-
но к достаточно полно изученным различным граничным задачам акустики и
электродинамики в областях с криволинейной границей [9].

Основные результаты данной главы опубликованы в работах [52,54,55,60,
64,66,73].

5.1 Сходимость разложений по собственным функциям в бигар-
монической задаче для полуполосы

В данном параграфе изучается вопрос о возможности и характере сходи-
мости двукратного разложения (3.114). Как отмечалось в § 3.3, этот вопрос
тесно связан с построением решения по методу собственных функций гранич-
ной задачи Дирихле для бигармонического уравнения в полуполосе. В данном
параграфе задача о разложении (3.114) исследуется на основании подхода, из-
ложенного в § 3.3. При этом далее используем обозначения из § 3.1, § 3.2. На
четные функции f , g, если не оговорено противное, налагаются условия (3.2),
(3.3).

Основные соотношения для получения утверждения о справедливости раз-
ложения (3.114) выводим из выражения (3.120) и продифференцированного
по x > 0 этого же выражения. Тогда при x = 0 получаем для произвольных
значений m ≥ m0 и y ∈ (−1, 1) равенства

f0 +
∑

αn<Rm

fn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akzk(y) =

=
1

2π

∫
Γm

Φ(λ, y) dλ+
1

π

∫ ∞
Rm

Φ(s, y) ds− 1

2

∑
αn>Rm

(−1)n

α3
n

Xn cos(αny), (5.1)

∑
αn<Rm

gn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akiλkzk(y) =
i

2π

∫
Γm

λΦ(λ, y) dλ.

Напомним, что функция Φ(λ, y) определяется выражением

Φ(λ, y) = 2T (λ)
U(λ, y)

∆(λ)
, T (λ) = T0(λ) + T1(λ),

где (см. (3.39), (3.26) и (3.4)-(3.6)) с учетом выражения [207, c. 731]

∞∑
n=1

(−1)n(λ2 − α2
n)

(λ2 + α2
n)2

cos(αny) =

= − 1

2λ2
+

coshλ coshλy − y sinhλ sinhλy

2 sinh2 λ
, |y| ≤ 1,
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и условия (3.3), для функций T0(λ) и T1(λ) имеем равенства

T0(λ) = 2

∫ 1

−1

f
′
(y)

∞∑
n=1

(−1)nα2
n sin(αny)

(λ2 + α2
n)2

dy+

+
1

2 sinh2 λ

∫ 1

−1

g(y)(coshλ coshλy − y sinhλ sinhλy) dy, (5.2)

T1(λ) :=

∞∑
n=1

Xn
(λ2 + α2

n)2
=

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

(γ + 1)

cos(πγ/2)

∞∑
n=1

α−γn
(λ2 + α2

n)2
dγ, σ ∈ (−2,−1− 1/p).

При этом, если функции f , g удовлетворяют условиям теоремы 4 из § 3.1 для
значения k = 3, то с учетом наличия у функцииM(γ) полюса первого порядка
в точке γ = 0 (см. (3.38) и (3.9)) получаем соотношение

T1(λ) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

(γ + 1)

cos(πγ/2)

∞∑
n=1

α−γn
(λ2 + α2

n)2
dγ+

+
a

2λ3

(
∆(λ)

2 sinh2 λ
− 1

λ

)
, a = Resγ=0 M(γ), σ ∈ (0, 1− 1/p). (5.3)

Для ε > 0 положим секторы комплексной плоскости:

Sε = {λ : |Imλ| < εReλ}, Ŝε = {λ : Imλ > ε|Reλ|}.

Лемма 1. При λ ∈ Ŝε справедливы равенства

T0(λ) =
1

2 sinh2 λ
×

×
{
i

∫ 1

−1

f
′
(y)((coshλ− λ−1 sinhλ) sinhλy − y sinhλ coshλy) dy+

+

∫ 1

−1

g(y)(coshλ coshλy − y sinhλ sinhλy) dy

}
dy+

+
2

π

∫ 1

−1

f
′
(y)

∫ ∞
0

s2 sinh sy

(s2 − λ2)2 sinh s
ds dy,

T1(λ) = − 1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
M(γ)

(γ + 1)

cos(πγ/2)

{
sin(πγ/2)

π

∫ ∞
0

s−γ(coth s− 1)

(s2 − λ2)2
ds+

+
exp (iπγ/2)λ−γ

4λ3

(
(γ + 1) cothλ+

λ

sinh2 λ
− i (γ + 1) tan(πγ/2)

)}
dγ,

где параметр σ ∈ (−2,−1− 1/p).
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Доказательство. Утверждения леммы вытекают, после простых выкладок,
из (5.2) и равенств

∞∑
n=1

(−1)nα2
n sin(αny)

(λ2 + α2
n)2

=

= − 1

2πi

∫ i∞

−i∞

µ2 sin(µy)

(λ2 + µ2)2 sinµ
dµ− Resµ=−iλ

µ2 sin(µy)

(λ2 + µ2)2 sinµ
,

∞∑
n=1

α−γn
(λ2 + α2

n)2
= − 1

2πi

∫ i∞

−i∞

µ−γ

(λ2 + µ2)2 sinµ
dµ− Resµ=−iλ

µ−γ

(λ2 + µ2)2
,

справедливых на основании теоремы Коши при λ ∈ Ŝε и Re γ ∈ (−2, 0).

По функции l(y) ∈ L1[−1, 1] определим мероморфную функцию

H(l)(λ) =
1

2 sinh2 λ

∫ 1

−1

l(y) exp (λy)(coshλ− y sinhλ) dy. (5.4)

Пусть функция l(y) ∈ Lp [−1, 1], 1 < p < ∞, тогда, считая l(y) продолжен-
ной нулем вне отрезка [−1, 1], введем в рассмотрение интегральный модуль
непрерывности

ωp (δ, l) =

{
sup
|h|<δ

∫ 1

1

|l(y + h)− l(y)|p dy

}1/p

, δ > 0. (5.5)

Тогда [10, c. 177] имеем предельное соотношение

lim
δ→0

ωp (δ, l) = 0.

Справедливо следующее утверждение [75]: найдется такая постоянная c > 0,
что при всех λ c Reλ ≥ 0 верна оценка∣∣∣∣∫ 1

−1

exp [−λ(1± y)]l(y) dt

∣∣∣∣ ≤ cωp (|λ|−1, l), ∀ ∈ Lp.

Отсюда, в частности, для функционала H(l)(λ), определенного выражением
(5.4), получаем оценку

|H(l)(λ)| ≤ cωp (|λ|−1, l), λ ∈ Γm, ∈ Lp. (5.6)

Из (5.3) и леммы 1 выводится следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 4 из § 3.1 для значением
k = 3 вместе с условием (3.3). Тогда для для соответствующей функции T (λ)

справедливы оценки∣∣∣T (λ)− λH(if (3)(y) + g(2)(y))(λ)
∣∣∣ ≤ cN3

p (f, g)
|λ|+ exp (2|Reλ|)
|λ|3| sinh2 λ|

, λ ∈ Ŝε,
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|T (λ)| ≤ cN3
p (f, g)|λ|−3, ±λ ∈ Sε.

Как уже отмечалось, в условиях следствия 1 функцияM(γ) является меро-
морфной в полосе Re γ ∈ (−2, 1− 1/p) функцией с простым полюсом в точке
γ = 0. Поэтому (см. (3.39)) для последовательности Xn справедливо асимп-
тотическое представление

Xn = a+ O(n−σ), n→∞, ∀ σ ∈ (0, 1/p
′
), (5.7)

и, в частности, выполняется оценка

|Xn| ≤ cN3
p (f, g), n = 1, 2, . . . . (5.8)

Справедлива следующая теорема о сходимости разложения (3.114).

Теорема 1. Пусть выполнены условия теоремы 4 из § 3.1 для значения k =

= 3. Тогда пара функций f(y), g(y) допускает разложение (3.114), сходящееся
в пространстве C1[−1, 1]⊕C[−1, 1]. При этом для последовательности вектор-
функций

Vm(y) =

f(y)−
∑

|λk|<Rm

akzk(y), g(y)−
∑

|λk|<Rm

akiλkzk(y)

 (5.9)

справедливы оценки

‖Vm(y)‖C1⊕C ≤ c
(
ωp (m−1, f (3)) + ωp (m−1, g(2))

)
, m = 1, 2, . . . (5.10)

с постоянной c > 0, не зависящей от m и f , g.
Доказательство. Не уменьшая общности, можно считать, что интеграл от

функции g(y) по отрезку [−1, 1] равен нулю. Действительно, если это не так,
то тогда вместо {f, g} можно, например, рассмотреть пару функций(

f̂(y)

ĝ(y)

)
=

(
f(y)

g(y)

)
− â1

(
z1(y)

iλ1z1(y)

)
,

где коэффициент

â1 = (4i sinh2 λ1)−1a0, a0 :=

∫ 1

−1

g(y)dy.

Тогда∫ 1

−1

z1(y)dy = 4λ−1
1 sinh2 λ1,

∫ 1

−1

ĝ(y)dy =

∫ 1

−1

g(y)dy − â1

∫ 1

−1

z1(y)dy = 0,
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и выполняется оценка |â1| ≤ cN1
p (f, g). Таким образом, можно считать, что

для f(y), g(y) справедливы соотношения (5.1). При этом, для доказательства
теоремы достаточно установить справедливость оценки (5.10). Из условий,
наложенных на функции f, g, и (5.8) имеем оценки∑

αn>Rm

(n|fn|+ |gn|+ n−2|Xn|) ≤
c

m
N3
p (f, g), m = 1, 2, . . . .

Тогда из следствия 1, равенств (5.1) и оценок (3.41) для функций U(λ, y),
U
′
y (λ, y), получаем оценки

‖Vm(y)‖C1⊕C ≤
c

m
N3
p (f, g)+

+c sup
|y|≤1

{
(1 +Rm(1− |y|)

Rm

∫
Γm

|H(if (3) + g(2))(λ)|exp [|Reλ|(1 + |y|)]
|∆(λ)| |dλ|+

+N3
p (f, g)

(1 +Rm(1− |y|)
R2
m

∫
Γm

[|λ|+ exp (2Reλ)]

| sinh2 λ∆(λ)|
exp [|Reλ|(1 + |y|)] |dλ|+

+N3
p (f, g)

∫ ∞
Rm

s−2(1 + s(1− |y|)) exp [s(1 + |y|)]
∆(s)

ds

}
.

Учитывая здесь оценки (3.117) и (5.6), выводим оценку

‖Vm(y)‖C1⊕C ≤
c

m
N3
p (f, g)+

+c
{
ωp (R−1

m , f (3)) + ωp (R−1
m , g(2)) +R−1

m N3
p (f, g)

}
×

×
∥∥∥∥1 +Rm(1− |y|)

Rm

∫
Γm

exp [−|Reλ|(1− |y|)] |dλ|
∥∥∥∥
C

+

+cN3
p (f, g)

∣∣∣∣∫ ∞
Rm

s−2[1 + s(1− |y|)] exp [−s(1− |y|)] ds
∥∥∥∥
C

≤

≤ c
{
ωp (R−1

m , f (3)) + ωp (R−1
m , g(2)) +R−1

m N3
p (f, g)

}
,

откуда с учетом неравенства

R−1
m N3

p (f, g) ≤ c(ωp (R−1
m , f (3)) + ωp (R−1

m , g(2))) ≤

≤ c1(ωp (m−1, f (3)) + ωp (m−1, g(2)))

получаем утверждение (5.9). Теорема доказана.

Положим, в соответствии с (5.7), последовательность

X0,n = Xn − a = O(n−σ), n→∞, ∀ σ ∈ (0, 1/p
′
).
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Отметим значения интегралов

1

2π

∫
Γm

U(λ, y)

λ3 sinh2 λ
dλ+

1

π

∫ ∞
Rm

U(s, y)

s3 sinh2 s
ds =

∑
αn>Rm

(−1)nα−3
n cos(αny),

∫
Γm

U(λ, y)

λ2 sinh2 λ
dλ = 0, |y| < 1. (5.11)

Тогда в условиях теоремы 1 с учетом (5.11) и (3.9) (см., в частности, равенство
(5.3)), соотношения (5.1) можно записать в виде

f0 +
∑

αn<Rm

fn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akzk(y) =

=
1

2π

∫
Γm

Φ̂(λ, y)dλ+
1

π

∫ ∞
Rm

Φ̂(s, y)ds−

1

2

∑
αn>Rm

(−1)n

α3
n

X0,n cos(αny), (5.12)

∑
αn<Rm

gn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akiλkzk(y) =
i

2π

∫
Γm

λΦ̂(λ, y)dλ,

f0 +
∑

αn<Rm

fn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akzk(y) =

=
1

2π

∫
Γm

Φ̂(λ, y) dλ+
1

π

∫ ∞
Rm

Φ̂(s, y)ds−

−1

2

∑
αn>Rm

(−1)n

α3
n

X0,n cos(αny),

(5.13)

∑
αn<Rm

gn cos(αny)−
∑

λk<Rm

akiλkzk(y) =
i

2π

∫
Γm

λΦ̂(λ, y) dλ,

где

Φ̂(λ, y) = 2T̂ (λ)
U(λ, y)

∆(λ)
, T̂ (λ) = − a

2λ4
+

∞∑
n=1

X0,n

(λ2 + α2
n)2

+ T0(λ).

Использование (5.13) вместо (5.1), вместе с оценкой

|∆(λ)| ≥ c|λ|δ exp [2|Reλ|(1− δ)], λ ∈ Γm,

m ≥ m0, δ ∈ (0, 1),

вытекающей из (3.117), можно получить уточнение оценки (5.9). А именно,
справедливо следующее утверждение.
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Лемма 2. В условиях теоремы 1 справедливы оценки

‖Vm(y)‖W1
r⊕Lr ≤ c (lnm)−1/r[ωp (m−1, f (3))+ωp (m−1, g(2))], m ≥ 2, r ≥ 1.

На этом же пути устанавливается следующая теорема.

Теорема 2. Пусть функции f , g удовлетворяют условиям

f ∈W 4
p , g ∈W 3

p , 1 < p <∞, f (k)(±1) = g(k)(±1) = 0, k = 0, 1.

Тогда пара функций f , g допускает разложение (3.114), сходящееся в про-
странстве C2[−1, 1] ⊕ C1[−1, 1], причем при m ≥ 2, 1 ≤ r ≤ ∞ справедливы
оценки

‖Vm(y)‖
W l
r⊕W

l−1
r
≤ cml−2(lnm)−1/r

{
ωp (m−1, f (4))+

+ωp (m−1, g(3))
}
, l = 1, 2,

характеризующие скорость сходимости двукратного разложения.

Отметим, что использование теоремы 1 из § 3.3 и теоремы 2 из § 3.1 и
следствия 2 из § 3.1 вместе с оценкой (2.19) для корней λk и леммой 1 дает
возможность в условиях теоремы 2 получить оценку коэффициентов разложе-
ния (3.114):

|ak| ≤ cN4
p (f, g)(ln k)−1/p

′

k−4, k ≥ 2. (5.14)

Кроме того, так как верно неравенство (см. [362])

‖zk(y)‖C1 + ‖λkzk(y)‖C ≤ c(ln k)−1k3, k ≥ 2,

то оценка (5.14) показывает, что разложение (3.114) в условиях теоремы 2
абсолютно сходится в пространстве C1[−1, 1] ⊕ C[−1, 1]. Это утверждение и
оценка (5.14) были анонсированы в работе [73] (см. также близкий результат
в [364]).

Отметим, что рассмотрения п. 7 из § 3.1 позволяют сформулировать усло-
вия на функции f , g, при выполнении которых коэффициенты ak разложений
(3.112) и (3.114) определяются явным образом, на основании утверждения
теоремы 1 из § 3.3.

5.2 Расходимость рядов по собственным функциям

В этом параграфе, в дополнение к результатам § 5.1 о разложении (3.114),
рассматривается случай, когда функции f , g не удовлетворяют условиям глад-
кости из теоремы 1 предыдущего параграфа. Пусть, для простоты, функция
f(y) ≡ 0, а четная функция g принадлежит пространству W 1

p для некоторого
значения p ∈ (1,∞):

f(y) ≡ 0, g ∈W 1
p , g(±1) = 0, g(y) = g(−y). (5.15)
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Тогда, согласно теоремам 3.1.4 и 3.3.1 справедливо разложение (3.114) в смыс-
ле средних Абеля первого порядка:(

0

g(y)

)
= W 2

p ⊕W 1
p − lim

x→0

∑
k=0

ak

(
zk(y)

iλkz(y)

)
exp (iλkx). (5.16)

При этом на основании (3.22), теоремы 2 из § 3.1 и леммы 1 из § 5.1 для
коэффициентов ak получаем асимптотическое соотношение

ak =
i

2λ2
k

∫ 1

−1

g(y)(coshλk coshλky − y sinhλk sinhλky) dy+

+ O(k−4σ), k →∞, ∀σ ∈ (−1,−1/p). (5.17)

Далее множество корней {λk}∞k=1 функции ∆(λ) целесообразно разбить на
два непересекающихся подмножества {λ+

k }
∞
k=1 и {λ−k }

∞
k=1, так что λ−k = −Ďλ+

k

и [111]

λ+
k =

1

2
ln 4πk + iπ(k + k0 + 3/4) + O(k−1 ln k), k →∞, (5.18)

где k0 – некоторое целое число. Не уменьшая общности, можно положить
k0 = 0. Тогда, вводя в рассмотрение функции

z±k (y) = U(λ±k , y), k = 1, 2, . . . ,

получаем, что в случае вещественной функции g(y) для того, чтобы устано-
вить расходимость нерегуляризованного разложения (3.114) для пары f , g с
условиями (5.15), достаточно показать, что разложение

g(y) = 2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k iλ

+
k z

+
k (y)

}
, |y| < 1 (5.19)

не является справедливым (в том или ином функциональном пространстве),
где коэффициенты a+

k определяются согласно (3.115) и допускают соотноше-
ние (5.17) с заменой λk на λ+

k .
На основании (5.18) нетрудно получить равномерные по y ∈ [0, 1− ε],

ε ∈ (0, 1) асимптотики

sinhλ+
k =

1

2
(4πk)y/2 exp [iπ(k + 3/4)y](1 + O(k−y)),

coshλ+
k =

1

2
(4πk)y/2 exp [iπ(k + 3/4)y](1 + O(k−y)), k →∞, (5.20)

откуда, в частности, имеем соотношение

z+
k (y) = iπ(4π)(1+|y|)/2 exp [iπ(k + 3/4)(1 + y)](1− y)k(3+y)/2(1 + O(k−y),
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k →∞, y ∈ [0, 1− ε]. (5.21)

Рассмотрим функцию

g(y) =

{
(y2

0 − y2)β−1, |y| < y0,

0, |y| ∈ [y0, 1],
(5.22)

где y0 ∈ (0, 1) и β > 2−1/p – некоторые параметры. Тогда, используя значения
интегралов [207, c. 352]∫ y0

0

(y2
0 − y2)β−1 cosh(by) dy =

√
π

2

(
2y0

b

)β−1/2

Γ(β)Iβ−1/2(by0),

∫ y0

0

(y2
0 − y2)β−1y sinh(by) dy =

√
π

2
y0

(
2y0

b

)β−1/2

Γ(β)Iβ+1/2(by0),

где |arg b| < π и Iν(z) – модифицированная функция Бесселя, из (5.17), (5.18)
для коэффициентов a+

k , соответствующих паре функций f(y) ≡ 0 и g(y) из
(5.22), получаем следующее представление:

a+
k = i

√
π(2y0)β−1/2Γ(β)(λ+

k )−(β+3/2)×

×
{

coshλ+
k Iβ−1/2(λ+

k y0)− y0 sinhλ+
k Iβ+1/2(λ+

k y0)
}

+ O(k−3),

k →∞. (5.23)

При этом справедлива асимптотика [155, c. 157]

Iν(λ) = (2πλ)−1/2 {expλ+ exp [−λ+ iπ(ν + 1/2)]} (1 + O(|λ|−1)),

λ→∞, 0 < δ ≤ arg λ ≤ π/2,
следовательно

Iν(λ+
k y0) =

(4π)y0√
2πy0

exp [iπ(k + 3/4)y0] ky0/2(λ+
k )−1/2[1 + O(k−y0)], k →∞.

Тогда из (5.23) имеем для a+
k асимптотическое представление

a+
k = c0(−1)k exp (iπky0)k(y0−3)/2−β(1 + O(k−y0)), k →∞, (5.24)

с некоторой постоянной c0 = c0(β, y0) 6= 0.
Таким образом, объединяя (5.18), (5.21) и (5.24), получаем для любого

y ∈ [0, 1− ε] соотношение

Re (a+
k iλ

+
k z

+
k (y)) = c1(4π)y/2(1− y)k(y0+y)/2+1−β×

×Re {exp (iθ) exp (iπky0) exp [iπ(k + 3/4)y]}
(1 + O(k−min(y0,y)))1 + O(1), k →∞, (5.25)



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

252 МЕТОД СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

с некоторыми постоянными c1 6= 0 и |θ| ≤ π, не зависящими от y ∈ [0, 1− ε].
Теорема 1. Пусть функции g(y) имеет вид (5.22), причем параметры

y0 ∈ (0, 1), β ∈ (1− 1/p, 1 + y0). Тогда для пары f(y) ≡ 0, g(y) имеет ме-
сто равенство (5.16), в то время как ряд из (3.114) является расходящимся
в пространстве W 1

1 ⊕ L1.
Доказательство. Из предположения о сходимости ряда (3.114) в простран-

стве W 1
1 ⊕ L1, в частности, вытекает соотношение

‖Re (a+
k iλ

+
k z

+
k (y)‖L1 → 0, k →∞.

Кроме того, из выражения (5.25) получаем при

y ∈ [y0, y0 + 2δ(1− y0)], δ ∈ (0, 1/2)

асимптотическое равенство

|Re (a+
k iλ

+
k z

+
k (y)| = |c1|(1− y)(4π)y/2k1+(y0+y)/2−β | cos(πky + θk)|+

+O(k1−β+δ(1−y0)) + O(1), k →∞,
с некоторой вещественной последовательностью θk. Поэтому (см. [302, c. 62])
для произвольного δ ∈ (0, 1/2) имеем

‖Re (a+
k iλ

+
k z

+
k (y)‖L1[−1,1] ≥ cδk1+y0−β(1+O(1))+O(k1−β+δ)+O(1), k →∞,

с постоянной cδ > 0. Отсюда с учетом неравенства β < 1 + y0, выбирая значе-
ние δ ∈ (0, β − 1), заключаем, что ‖Re (a+

k iλ
+
k z

+
k (y)‖L1[−1,1] стремится к бес-

конечности при k →∞. Таким образом, ряд из (5.19) является расходящимся
в пространстве L1[−1, 1]. Кроме того, из неравенства β > 2 − 1/p вытекает
включение g ∈W 1

p [−1, 1], следовательно, для пары функций f(y) ≡ 0, g(y)

справедливо разложение (5.16). Теорема доказана.

Отметим, что при y0 → 1 и β → 2 функция g(y) из (5.22) принадлежит
пространству W 1

r [−1, 1] для любого, наперед заданного r <∞.
Таким образом, асимптотическая формула (5.17), полученная на основа-

нии утверждения теоремы 1 из § 3.3, позволяет исследовать случаи расходимо-
сти двукратного разложения (3.114). Отметим, что результаты о расходимости
рядов по собственным функциям, связанных с решением бигармонического
уравнения в полуполосе при различных граничных условиях на торце, были
получены также в работах [363,378,426] (на основании использования соотно-
шений биортогональности П. Ф. Папковича).
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5.3 Разложение по собственным функциям в задаче о деформи-
ровании упругой полуполосы

В данном параграфе рассматривается вопрос о разложении по собствен-
ным функциям (4.21), связанным с построением решения граничной задачи
о деформировании упругой полуполосы. Изучено влияние негладкости задан-
ной нагрузки на асимптотику коэффициентов ak, k → ∞, разложения (4.18)
решения граничной задачи (4.1), (4.2) в ряд по собственным функциям. Зна-
ние асимптотики коэффициентов ak позволяет указать случаи расходимости
рядов по собственным функциям для напряжений на торце полуполосы. Сфор-
мулирован алгоритм регуляризации рядов по собственным функциям (4.21) в
случае их расходимости.

Исследование разложения (4.18) с коэффициентами ak, определенными
выражением (4.19), согласно методике, изложенной для бигармонической за-
дачи в § 5.1, приводит к следующему утверждению.

Теорема 1. Пусть для функций f , g выполнены условия (4.3). Тогда для
этой пары функций справедливо двукратное разложение (4.21), сходящееся в
пространстве C[−h, h] ⊕ C[−h, h] для любого h ∈ (0, 1), причем выполняется
оценка∥∥∥∥∥∥f(y)−

∑
|λk|<Rm

akU1(λk, y)

∥∥∥∥∥∥
C[−h,h]

+

∥∥∥∥∥∥g(y)−
∑

|λk|<Rm

akiU3(λk, y)

∥∥∥∥∥∥
C[−h,h]

≤

≤ c

m(1−h)/3
, m = 1, 2, . . . ,

где последовательность Rm = π(m+ 1/2).

Отметим, что ряд, представляющий в (4.21) функцию f(y), сходится и
в точках y = ±1, однако его сумма равна f(1) + (π/2)g(1). При получении
этого утверждения определяющее значение имеют формулы (4.12), (4.13) для
величины постоянной a. Ответ на вопрос о справедливости соотношения (4.21)
для функции g(y) при y = ±1 является тривиальным, так как U3(λk ± 1) = 0.
Таким образом, разложение (4.21) справедливо при всех |y| ≤ 1 тогда и только
тогда, когда g(±1) = 0.

Рассмотрим, аналогично § 2 данной главы, вопрос о влиянии негладкости
заданной пары функций f , g на оценки коэффициентов ak разложения (4.18).
Для упрощения дальнейших выкладок примем, что касательная нагрузка от-
сутствует, т. е. функция g тождественно равна нулю, а четная функция f(y)

удовлетворяет условиям

f ∈ Lp [−1, 1], 1 < p <∞, f ∈ C3[h, 1] (5.26)

для некоторого h ∈ (0, 1). При этих условиях остаются справедливыми утвер-
ждения теорем 1 и 2 из § 4.1, причем (см. рассмотрения § 3.1) для решения
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граничной задачи (4.1), (4.2), определяемого выражениями (4.4), справедливо
соотношение

‖σx(x, y)− f(y)‖Lp [−1,1] + ‖τxy(x, y)‖Lp [−1,1] → 0, x→ 0.

При этом, из (4.19) для коэффициентов разложения (4.18) получаем выраже-
ние

ak =
F0(λk)

2λk cosh2 λk
+

2λ2
k

cosh2 λk

∞∑
n=1

Xn
(λ2
k + β2

n)2
, k = 1, 2, . . . , (5.27)

где функция

F0(λ) = 2λ

∞∑
n=1

(β2
n − λ2)

(β2
n + λ2)2

βnfn =

= − λ

cosh2 λ

∫ 1

−1

f(y)[(coshλ− λ sinhλ) cosh(λ y)+

+ λ y coshλ sinh(λ y)] dy. (5.28)

Из (5.27) и (4.11), (4.13), вытекает, в частности, асимптотическая формула
для коэффициентов ak:

ak =
F0(λk)

2λk cosh2 λk
+
f(1)

λ2
k

+ O(k−3), k →∞. (5.29)

При этом, в случае выполнения условия f ∈ C3[−1, 1] получаем из (5.28) со-
отношение

F0(λk)

2λk cosh2 λk
= −f(1)

λ2
k

+ O(k−3), k →∞, (5.30)

откуда и из (5.29) следует оценка

ak = O(k−3), k →∞,

которая вместе с (3.22) обеспечивает равномерную абсолютную сходимость
рядов из разложения (4.21) на любом отрезке |y| ≤ h, h ∈ (0, 1). Если же
функция f(y) не является достаточно гладкой, то соотношение (5.30) не имеет
места и тогда вопрос о сходимости рядов из (4.21) сводится, согласно асимп-
тотической формуле (5.29), к вопросу о сходимости аналогичных рядов с ко-
эффициентами ak = a0,k, где

a0,k =
F0(λk)

2λk cosh2 λk
+
f(1)

λ2
k

, k = 1, 2, . . . . (5.31)

В обозначениях § 5.2 (см., в частности, (5.18)) справедливо следующее
утверждение.
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Предложение 1. Пусть для некоторых вещественных значений µ, β и нену-
левой комплексной постоянной c выполняется соотношение

a+
0,k = c(λ+

k )−β exp (µλ+
k ) + o(1), k →∞, (5.32)

где λβ = |λ|β exp (i argλ), argλ ∈ (0, π/2). Тогда ряды

∞∑
k=1

Re
{
a+

0,kU1(λ+
k , y)

}
,

∞∑
k=1

Im
{
a+

0,kU3(λ+
k , y)

}
(5.33)

расходятся поточечно при |y| ∈ [2β − µ− 3, 1), за исключением, возможно, ко-
нечного числа точек yj .

Доказательство предложения 1 основано на использовании асимптотиче-
ских формул (5.18) и (5.32), в результате чего вопрос о расходимости рядов
(5.33) сводится к вопросу о расходимости ряда

∞∑
k=1

Re
{
c0(−1)kk−d exp [iπ(|y|+ µ)k]

}
, d = β − (µ+ 3 + |y|)/2,

где постоянная c0 = c0(y) 6= 0, для любого y ∈ (−1, 1) (см. [363,426] и § 5.2).
Таким образом, чтобы получить примеры расходящихся рядов в разложе-

нии (4.21) на некоторых отрезках, примыкающих к точкам y = ±1, достаточ-
но указать вещественную четную функцию f(y), удовлетворяющую условиям
(5.26), для которой коэффициенты a+

0,k из выражения (5.31) имеют асимпто-
тику (5.32) с параметрами µ, β, для которых β − µ/2 < 2. При этом, для
расходимости рядов на всем интервале |y| < 1 достаточно иметь неравенство
β − µ/2 < 3/2.

Рассмотрим некоторые типичные ситуации потери гладкости функции
f(y), аналогичные рассмотренным в § 5.2. Пусть функция

f(y) =

 (y2
0 − y2)α − c, |y| < y0,

−c, |y| ∈ [y0, 1],
(5.34)

где y0 ∈ (0, 1), α ∈ (−1, 1), а постоянная

c =

√
π

2
y2α+1

0

Γ(α+ 1)

Γ(α+ 3/2)

выбрана таким образом, чтобы обеспечить равенство нулю интеграла от функ-
ции f(y). Тогда (см. § 5.2) из выражения (5.28) получаем равенство

F0(λ) = −c1(1/2− α)λ1/2−α Iα+1/2(λ y0)

cosh2 λ
+ 2c

λ

cosh2 λ
+



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

256 МЕТОД СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ

+c1λ
3/2−α Iα+1/2(λ y0) sinhλ

cosh2 λ
−

−c1
2
y0λ

3/2−α [Iα−1/2(λ y0) + Iα+3/2(λ y0)]

coshλ
с некоторой постоянной c1 > 0.

Используя асимптотику (5.18), аналогично рассмотрениям § 5.2, для коэф-
фициентов a+

0,k из (5.31) получаем соотношение (5.32) с постоянными

µ = y0, β = α+ 3/2.

Таким образом, согласно предложению 1, ряды (4.21) в случае f(y), заданной
выражением (5.34), и g(y) ≡ 0 будут расходящимися при

|y| ∈ [l, 1), l := 2(β − µ/2− 3/2) = 2α− y0. (5.35)

Проанализируем выражение (5.35). Пусть значение параметра α ∈ (0, 1),
т. е. f(y) является непрерывной функцией, но ее производная терпит в точках
y = ±y0 бесконечный интегрируемый разрыв. Тогда всегда можно найти такое
y0 ∈ (0, 1), для которого l = 2α− y0 < 1, а это означает, что ряды из разложе-
ния (4.21) будут расходящимися при |y| ∈ [l, 1). Если же α ∈ (0, 1/2), то тогда
имеем неравенство l < 1 при любом y0 ∈ (0, 1) – таким образом в этом случае
всегда существуют интервалы, примыкающие к точкам y = ±1, на которых
ряды (4.21) расходятся. Если взять α ∈ (0, 1/2) и y0 ∈ (2α, 1), то эти ряды бу-
дут расходиться на всем интервале |y| < 1. Пусть теперь α = 0, т. е. функция
f(y) имеет вид “ступеньки”. Тогда выполняется неравенство l(0, y0) < 0 для
любого y0 ∈ (0, 1) и, таким образом, в этом случае ряды (4.21) расходятся
на всем интервале |y| < 1. Аналогичное утверждение имеет место и в случае
α ∈ (−1, 0), т. е. когда функция f(y) терпит в точках y = ±y0 бесконечный,
интегрируемый со степенью p ∈ (1, |α|−1) разрыв.

Рассмотрим вопрос о регуляризации соотношения (4.21) в случае неглад-
кой функции f(y) и функции g(y) ≡ 0. Для решения этого вопроса достаточно
определить такую пару функций f0(y), g0(y), для которой соответствующее
решение граничной задачи (4.1), (4.2) имеет при x > 0, |y| ≤ 1 разложение
(4.18) с коэффициентами ak = a0,k, определенными согласно выражениям
(5.28), (5.31). Положим, в соответствии с (5.31), (4.7), (4.14), последователь-
ности чисел

Y 0
n = −βnfn − f(1), Y 1

n = Yn − Y 0
n , n = 1, 2, . . . , (5.36)

и функции

X0(s) =
cosh2 s

∆(s)

{
−4s3

∞∑
n=1

βnfn + f(1)

(s2 + β2
n)2

+ 2s

∞∑
n=1

βnfn
s2 + β2

n

}
≡
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≡ cosh2 s

∆(s)

{
F0(s)− f(1)

sinh s cosh s− s
cosh2 s

}
, (5.37)

X1(s) = X(s)−X0(s), s > 0.

При этом пара X0(s), Y 0
n удовлетворяет первому из уравнений системы (4.7),

поэтому исходное поле напряжений можно представить в виде суммы

σx = σ0
x + σ1

x, σy = σ0
y + σ1

y, τxy = τ0
xy + τ1

xy,

где напряжения σjx, σjy, τ jxy для значений индекса j = 0, 1 имеют вид (4.4)
с заменой функции X(s) на Xj(s) и последовательности Yn на Y jn , причем
выполняются граничные условия

σjy(x,±1) = τ jxy(x,±1) = 0, x > 0, j = 0, 1.

При этом, для σ0
x, σ0

y, τ0
xy справедливо при x > 0 разложение (4.18) с коэф-

фициентами ak = a0,k из (5.28), (5.31) и верны равенства (см. (4.4), (5.28),
(5.37))

σ0
x(0, y) = f(y),

τ0
xy(0, y) = −f(1)

∞∑
n=1

(−1)nβ−1
n sin(βny)+

+
1

π

∫ ∞
0

[
F0(s)− f(1)

sinh s cosh s− s
cosh2 s

]
U3(s, y)

s∆(s)
ds = (5.38)

=
1

π

∫ ∞
0

[
F0(s) +

2f(1)s

cosh2 s

]
U3(s, y)

s∆(s)
ds, |y| < 1.

Проведенные рассмотрения позволяют сформулировать следующий ал-
горитм расчета напряжений в рамках метода собственных функций в слу-
чае негладкой функции f(y), удовлетворяющей условиям (5.26), и функции
g(y) ≡ 0. А именно, коэффициенты ak разложения (4.18) определяются по
формуле

ak = a0,k + a1,k, k = 1, 2, . . . ,

где значения a0,k вычисляются явным образом согласно выражениям (5.28)
и (5.31), а неизвестные значения a1,k при практическом решении граничной
задачи определяются численно (например, методом коллокаций), исходя из
функциональных уравнений

∞∑
k=0

a1,kU1(λ k, y) = 0, |y| < 1,

∞∑
k=0

a1,k i U3(λ k, y) = − 1

π

∫ ∞
0

[
F0(s) +

2f(1)s

cosh2 s

]
U3(s, y)

s∆(s)
ds, |y| < 1. (5.39)
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При этом, ряды в уравнениях (5.39) являются сходящимися на всем интервале
y ∈ (−1, 1).

5.4 Асимптотика коэффициентов разложения по собственным
функциям в смешанной задаче для упругой полуполосы

В данном параграфе в рамках метода собственных функций рассматри-
вается граничная задача (4.22), (4.23). При этом остаются справедливыми
обозначения и условия из § 4.2 (см., в частности, (4.25)).

Пусть X(s), Yn – ограниченное решение системы уравнений (4.29). Тогда
непосредственно из (4.29) следует, что функцияX(s) продолжается мероморф-
ным образом на всю комплексную λ-плоскость согласно выражениям

X(λ) = cosh2 λ
T (λ)

∆(λ)
, (5.40)

T (λ) = −2λ

∞∑
n=1

Qn(λ)Yn
(λ2 + β2

n)2
+ λ

∞∑
n=1

βnfn
λ2 + β2

n

.

Полюсами четной функции X(λ) служат корни определителя ∆(λ), за исклю-
чением точки λ = 0. Подставляя (5.40) в выражения (4.26) и учитывая чет-
ность функции T (λ), получаем выражения

ux(x, y) =
1

πi

∞∫
−∞

/ T (s)
Ux(s, y)

∆(s)
exp (isx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n(Yn x− fn) exp (−βnx) cos(βny), (5.41)

uy(x, y) =
1

π

∫ ∞
−∞

T (s)
Uy(s, y)

∆(s)
exp (isx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n{[(3− 4ν)β−1
n − x]Yn + fn} exp (−βnx) sin(βny).

Здесь первый из интегралов понимается в смысле главного значения по Коши,
что связано с наличием полюса первого порядка функции Ux(λ, y) при λ = 0.

Основная идея последующих рассмотрений (как и в § 3.3) состоит в при-
менении теоремы Коши к интегралам в (5.41). Пусть контуры

Γm := {λ ∈ C : |λ| = Rm, Imλ ≥ 0},
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где Rm = π(m + 1/4), m = 1, 2, . . . . Тогда при всех достаточно больших
натуральных m имеем равенства

ux(x, y) =
1

πi

∫
Γm

T (λ)
Ux(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) dλ+ Resλ=0 T (λ)

Ux(λ, y)

∆(λ)
+

+2
∑

n: βn<Rm

Resλ=iβn T (λ)
Ux(λ, y)

∆(λ)
+ 2

∑
k: 0<|λ k|<Rm

Resλ=λ k T (λ)
Ux(λ, y)

∆(λ)
+

+
1

πi

{∫ −Rm
−∞

+

∫ ∞
−Rm

}
T (s)

Ux(s, y)

∆(s)
exp (isx) ds−

−
∞∑
n=1

(−1)n(Ynx− fn) exp (−βnx) cos(βny), (5.42)

uy(x, y) =
1

π

∫
Γm

T (λ)
Uy(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) dλ+

+2i
∑

n: βn<Rm

Resλ=iβn T (λ)
Uy(λ, y)

∆(λ)
+ 2i

∑
k: 0<|λ k|<Rm

Resλ=iβn T (λ)
Uy(λ, y)

∆(λ)
+

+
1

πi

{∫ −Rm
−∞

+

∫ ∞
−Rm

}
T (s)

Uy(s, y)

∆(s)
exp (isx) ds+

+

∞∑
n=1

(−1)n{[(3− 4ν)β−1
n − x]Yn + fn} exp (−βnx) sin(βny).

При этом использование определений (4.27), (5.40) и равенств

Ux(iβn, y) = −i(−1)n cosβny, Uy(iβn, y) = −(−1)n sinβny,

∂Ux(λ, y)

∂λ

∣∣∣∣
λ=iβn

= 2(−1)n(1− ν)β−1
n cosβny,

∂Uy(λ, y)

∂λ

∣∣∣∣
λ=iβn

= i(−1)n(1− 2ν)β−1
n sinβny,

∆(iβn) = iβn, ∆
′
(iβn) = 0, Q(iβn) = β2

n, Q
′
(iβn) = −2i(1− ν)βn,

приводит к следующим выражениям для вычетов

2Resλ=iβn T (λ)
Ux(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) =

= (−1)n(Ynx− fn) exp (−βnx) cos(βny), (5.43)

2iResλ=iβn T (λ)
Uy(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) =

= (−1)n+1{[(3− 4ν)β−1
n − x]Yn + fn} exp (−βnx) sin(βny). (5.44)
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Кроме того, использование равенств (4.27), (4.32) и (5.40) позволяет показать,
что для любых x > 0, y ∈ (−1, 1) справедливо предельное соотношение∣∣∣∣∫

Γm

T (λ)
Ux(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) dλ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
Γm

T (λ)
Uy(λ, y)

∆(λ)
exp (iλx) dλ

∣∣∣∣ → 0, m→∞. (5.45)

Таким образом, на основании (5.43), (5.44), (5.45) получаем из (5.42) раз-
ложение вектора смещений по однородным решениям, которое в вещественной
форме принимает вид (см. § 5.2 относительно последовательности λ+

k)

ux(x, y) = a0 + 2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k Ux(λ+

k , y) exp (iλ+
kx)
}
, (5.46)

uy(x, y) = 2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k iUy(λ+

k , y) exp (iλ+
kx)
}
,

где коэффициенты a+
k определяются выражениями

a0 = Resλ=0 T (λ)
Ux(λ, x)

∆(λ)
exp (iλx), ak =

2T (λ+
k)

∆(λ+
k)
, k = 1, 2, . . . . (5.47)

В развернутом виде из (5.47) получаем равенства

a0 = (1− ν)

[
2ν
∞∑
n=1

Yn
β2
n

− 1

2

∫ 1

−1

f(y)dy

]
,

a+
k =

λ+
k

cosh2 λ+
k

×

×

[
−2

∞∑
n=1

Qn(λ+
k)Yn

(λ+2
k + β2

n)2
+

∞∑
n=1

βnfn

λ+2
k + β2

n

]
, k = 1, 2, . . . .

(5.48)

С помощью формул (4.32), (5.18), (5.48) можно установить асимптотику
коэффициентов

a+
k =

â

(λ+
k)α cosh2 λ+

k

+ O(k−2(ln k)−1/p
′

), k →∞, (5.49)

где 1/p+ 1/p
′

= 1 и постоянная

â =
b

2

[
exp (iπα/2) +

α+ 1− 2ν

cosπα/2

]
,
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§ 5.4 Асимптотика коэффициентов разложения 261

и считается, что λα = |λ|α exp (i argλ), при argλ ∈ (0, π/2).
При x = 0 из (5.46) получаем разложение заданного вектора смещений на

торце полуполосы в ряд по собственным функциям:(
f(y)

g(y)

)
=

(
a0

0

)
+ 2

∞∑
k=0

Re

{
a+
k

(
Ux(λ+

k , y)

iUy(λ+
k , y)

)}
, |y| < 1. (5.50)

При этом, детальный анализ проведенных рассмотрений, связанных с перехо-
дом от представления ~u = {ux, uy} в виде (4.26) к представлению (5.46) (см.
соответствующие рассуждения из § 5.1), показывают, что разложение (5.50)
справедливо в пространстве C ⊕ C и верна оценка для скорости сходимости:∥∥∥∥∥∥∥f(y)− a0 − 2

∑
|λ+
k
|<Rm

Re
{
a+
k Ux(λ+

k , y)
}∥∥∥∥∥∥∥

C[−1,1]

+

+

∥∥∥∥∥∥∥g(y)− 2
∑

|λ+
k
|<Rm

Re
{
a+
k i Uy(λ+

k , y)
}∥∥∥∥∥∥∥

C[−1,1]

≤ c

mα
.

Из (5.46) получаем для поля напряжений представление (определение
функций Uj(λ, y), j = 1, 2, 3 дано выражениями (4.6))

1

2G
σx(x, y) = 2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k i U1(λ+

k , y) exp (iλ+
kx)
}
,

1

2G
σy(x, y) = 2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k i U2(λ+

k , y) exp (iλ+
kx)
}
, (5.51)

1

2G
τxy(x, y) = −2

∞∑
k=1

Re
{
a+
k U3(λ+

k , y) exp (iλ+
kx)
}

– возможность почленного дифференцирования рядов из (5.46) при x > 0

вытекает из условий (4.25) и оценки (5.49). При этом установленная асимпто-
тическая формула (5.49) для коэффициентов a+

k играет определяющую роль
при анализе сходимости рядов (5.51) на торце полуполосы x = 0, |y| < 1. Как
отмечалось в [365], эти ряды расходятся на интервалах |y| ∈ (2α− 1, 1), если
только поле напряжений имеет особенность в угловых точках (см. (4.34)). Зна-
ние асимптотики (5.49) позволяет строго доказать этот факт. Из (4.6), (4.25) и
(5.49), аналогично рассмотрениям § 5.2, § 5.3 (см., в частности, предложение 1
из § 5.3), следует, что вопрос о сходимости рядов из (5.51) при x = 0, |y| < 1

сводится (возможно, за исключением конечного числа точек yj) к вопросу о
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сходимости ряда

∞∑
k=1

(−1)kk−d exp (iπk|y|), d = α− (1 + |y|)/2,

который расходится при d ≤ 0, т. е. когда |y| ≥ 2α− 1. Так как α ∈ (1/2, 1), то
ряды из (5.51) будут расходиться на интервалах конечной длины, если только
постоянная a 6= 0.

Факт расходимости рядов по однородным решениям для напряжений на
торце x = 0 обуславливает вопрос о регуляризации этих рядов. Наличие асимп-
тотики (5.49) для коэффициентов a+

k позволяет провести такую регуляриза-
цию, в результате чего появляется возможность получить в рамках метода
собственных функций расчетные формулы для напряжений на торце полупо-
лосы. Покажем это на примере касательного напряжения τxy.

Положим коэффициенты

a+
1,k = a+

k −
â

(λ+
k)α cosh2 λ+

k

, k = 1, 2, . . . .

Тогда при x > 0, |y| < 1 имеем выражение

1

2G
τxy(x, y) = −2Re

{
â

∞∑
k=1

U3(λ+
k , y)

(λ+
k)α cosh2 λ+

k

exp (iλ+
kx)

}
−

− 2

∞∑
k=1

Re
{
a+

1,k U3(λ+
k , y) exp (iλ+

kx)
}
, (5.52)

так что второй ряд в (5.52), на основании (4.25), (4.27) и (5.49), допускает
почленный предельный переход при x→ 0, |y| < 1. Далее, так как U3(0, y) ≡ 0

и ∆
′
(λ) = 2 cosh2 λ, то по теореме Коши получаем

∞∑
k=1

U3(λ+
k , y)

(λ+
k)α cosh2 λ+

k

exp (iλ+
kx) =

= − 1

πi

{∫ 0

i∞
+

∫ ∞
0

}
U3(λ, y)

λα∆(λ)
exp (iλx) dλ. (5.53)

Тогда, используя (4.6), (5.53), имеем при |y| < 1

lim
x→0

∞∑
k=1

U3(λ+
k , y)

(λ+
k)α cosh2 λ+

k

exp (iλ+
kx) =

= − 1

πi

∫ ∞
0

(s sinh s− cosh s) sinh(sy)− sy cosh s cosh(sy)

sα(sinh s cosh s+ s)
ds−
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−exp (−iλα/2)

π

∫ ∞
0

(s sin s+ cos s) sin(sy) + sy cos s cos(sy)

sα(sin s cos s+ s)
ds,

что с учетом (5.52) приводит к выражению

1

2G
τxy(0, y) =

= − b sinπα/2

π

∫ ∞
0

(s sinh s− cosh s) sinh(sy)− sy cosh s cosh(sy)

sα(sinh s cosh s+ s)
ds+

+
b(2 + α− 2ν)

π

∫ ∞
0

(s sin s+ cos s) sin(sy) + sy cos s cos(sy)

sα(sin s cos s+ s)
ds−

− 2

∞∑
k=1

Re
{
a+

1,k U3(λ+
k , y)

}
, |y| < 1. (5.54)

Выражение (5.54) обладает необходимой устойчивостью – входящие в него
интегралы и ряд являются сходящимися при |y| < 1. При этом ряд из (5.54)
сходится на всем отрезке |y| ≤ 1 и особенности напряжения τxy(0, y) при
y ± 1 содержатся в интегральных слагаемых (5.54). Анализ этих интегралов
при y → 1 дает в точности выражение (4.34). При этом постоянная b, входя-
щая в (5.54), может быть определена в рамках метода собственных функций
исходя из асимптотической формулы (5.49) при численном решении конечной
алгебраической системы уравнений, соответствующей равенствам (5.50).

Выражения, аналогичные (5.54), можно получить и для σx(0, y), σy(0, y)

[64]. Отметим, что другие приемы, позволяющие в рамках метода собственных
функций учесть локальные особенности поля напряжений, были указаны в
работах [32,198,383].

5.5 Бигармоническое уравнение в полуполосе с криволинейным
торцом

В данном параграфе продолжается рассмотрение граничной задачи
(3.134). Изучается вопрос об условиях на функции l(y), f(y), g(y), при вы-
полнении которых справедливо предположение о сходимости ряда (3.160) (см.
теорему 4 из § 3.5) вплоть до граничной кривой Γ. Выполнение этого предпо-
ложения позволяет свести вопрос о нахождении коэффициентов ak к задаче
удовлетворения граничным условиям (3.134) на кривой Γ. Такого рода предпо-
ложения в задачах математической физики для областей с неровной границей
принято называть гипотезой Рэлея [9, 16].

Таким образом, речь идет о справедливости двукратного разложения

f(y) =

∞∑
k=1

akzk(y) exp [iλ kl(y)],
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g(y) =

∞∑
k=1

ak
(iλ kzk(y)− l

′
(y)z

′
k(y))

(1 + l′2(y))1/2
exp [iλ kl(y)], (5.55)

|y| < 1, Imλ k > 0.

Вопрос о справедливости разложения (5.55) представляет и самостоятельный
интерес в рамках изучения базисных свойств собственных функций (точнее их
части, соответствующей собственным значениям из полуплоскости Imλ > 0)
пучка дифференциальных операторов L(λ).

При рассмотрении вопроса о справедливости разложения (5.55) использу-
ем общий подход, развитый Р. Милларом [393, 394]. Этот подход нашел ши-
рокое применение в задачах акустики и электродинамики [9, 371, 421]. Он ос-
нован на исследовании свойств аналитического продолжения в комплексную
плоскость решения граничного интегрального уравнения, к которому тем или
иным способом сводится исходная граничная задача математической физики.
При этом коэффициенты соответствующего разложения в ряд выражаются в
виде интегралов от решения интегрального уравнения (применительно к гра-
ничной задаче (3.134) см. формулу (3.161)) и возможность аналитического
продолжения его решений позволяет получить подходящие оценки для коэф-
фициентов ak. Отметим, что специфика ряда (3.160) такова, что если ряд
сходится в sΠ+, то тогда он будет сходящимся и при всех

x > L0 := min l(y), |y| ≤ 1.

При реализации общей схемы Миллара естественным образом используем ре-
зультаты § 3.4 и § 3.5.

Из оценок (3.140) для корней λ k вытекают оценки (см. [362, c. 291])

|λnkz
(j)
k (y) exp (iλ kx)| ≤ ckn+j+1(ln k + 1)−1 exp (−πkx/2), (5.56)

x ≥ 0, |y| ≤ 1, n, j = 0, 1; k = 1, 2, . . . .

Кроме того, из выражений (3.161) для коэффициентов ak разложения решения
u(x, y) граничной задачи (3.134) в ряд (3.160) получаем неравенство

|ak| ≤
c

k

8∑
j=1

{|Ψ+
k (pj)|+ |Ψ−k (pj)|}, (5.57)

где функционалы

Ψ±k (p) =

∫ 1

−1

p(t) exp [−iλ k(l(t)∓ it)]dt

и множество функций (занумерованное в произвольном порядке)

{pj(t)}8j=1 = {tn(l
′
(t))mqk(t)}, n,m = 0, 1; k = 1, 2.
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Для односвязной области U ⊂ C с границей ∂U , являющейся замкнутой
жордановой кривой, введем в рассмотрение банахово пространство A(U), со-
стоящее из аналитических в U и непрерывных в ее замыкании sU функций с
нормой

‖z(µ)‖A(U) := sup
µ∈U
|z(µ)|.

Лемма 1. Пусть функция l аналитична в некоторой окрестности V ⊂ C

отрезка [−1, 1] и функции

χ±(µ) = l(µ)∓ iµ, µ ∈ V.

Предположим, что симметричная относительно вещественной оси односвязная
область U ⊂ V , (−1, 1) ⊂ U обладает свойствами: ∂U – простая жорданова
кривая, пересекающаяся с отрезком |t| ≤ 1 в точках t = ±1, причем

Re (1∓ µ) ≥ c|Imµ|, µ ∈ U, |µ∓ 1| < ε, (5.58)

для некоторых ε > 0, c > 0. Тогда, если l(±1) = l
′
(±1) = 0,

χ+(µ) 6= χ+(t), t 6= µ ∈ sU, t ∈ [−1, 1], (5.59)

и верны оценки
|Imχ+(µ)| < 1, ±1 6= µ ∈ sU, (5.60)

то оператор A из (3.172) непрерывно действует из пространства B в простран-
ство A(U)⊕A(U).

Доказательство. Достаточно показать, что операторы Ajnk непрерывно дей-
ствуют из C0 = C0[−1, 1] в A(U). Отметим равенства

r2(l(µ), µ; t) = (χ−(µ)− χ−(t))(χ+(µ)− χ+(t)),

r2
1(l(µ), µ; t) = ((χ−(µ)−i)−i(1−t)− l(t))((χ+(µ)+i)+i(1−t)− l(t)), (5.61)

r2
2(l(µ), µ; t) = ((χ−(µ) + i) + i(1 + t)− l(t))×

×((χ+(µ)− i)− i(1 + t)− l(t)).
Из первого равенства (5.61) и условия (5.59) с учетом соотношения

χ+(sµ) = Ğχ−(µ), µ ∈ sU,

вытекающего из вещественности функции l(y), |y| ≤ 1, на основании выраже-
ний (3.150) следует, что ядра A0

nk(µ, t) непрерывны при (µ, t) ∈ sU × [−1, 1] и
аналитичны по µ ∈ U при каждом фиксированном t ∈ [−1, 1]. Тогда [257, § 2.8]
операторы A0

nk, n, k = 1, 2 непрерывно действуют из пространства непрерыв-
ных функций C[−1, 1] в пространство A(U).
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Рассмотрим свойства операторов A1
nk, n, k = 1, 2. Из (5.60) имеем оценку

|Imχ(µ)| < 1; ±1 6= µ ∈ sU. (5.62)

Введем в рассмотрение функции

d±(µ) = min {1∓ Imχ−(µ), 1± Imχ+(µ)}.

Тогда из (5.58), (5.60), (5.62) и соотношений

l(µ) = O(|1∓ µ|2), µ→ ±1

следует утверждение о существовании такой постоянной c > 0, что выполня-
ются неравенства

d+(µ) ≥ c|1− µ|, d−(µ) ≥ c|1 + µ|, µ ∈ sU. (5.63)

Далее, из второго и третьего равенств из (5.61) и (5.63) получаем оценки

|r2
1(l(µ), µ; t)| ≥ c(1− t+ d+(µ)) ≥ c((1− t)2 + |1− µ|2),

|r2
2(l(µ), µ; t)| ≥ c(1 + t+ d−(µ)) ≥ c((1 + t)2 + |1−+mu|2), (5.64)

справедливые при всех µ ∈ sU и |t| < 1. Тогда из (5.64) на основании анализа
выражений (3.150), (3.151) для ядер A1

nk(µ, t), n, k = 1, 2 имеем оценки

|A1
nk(µ, t)|≤c

{
1+

|1− µ|
(1− t)2 + |1− µ|2 +

|1 + µ|
(1 + t)2 + |1 + µ|2

}
. (5.65)

Из оценок (5.65) следует, что операторы A1
nk непрерывно действуют из про-

странства C в пространство L∞( sU). Однако, если функция p ∈ C∞0 , то тогда
A1
nkp ∈ A(U) (см. (3.151), (5.61)). Следовательно, так как многообразие C∞0

плотно вложено в пространство C0, то получаем, что операторы A1
nk непре-

рывно действуют из C0 в A(U) ⊂ L∞( sU).
Рассмотрим операторы A2

nk, n, k = 1, 2. Из свойств функции Грина
G(y, t;λ) и определений функций H0

j (y, t;λ), j = 1, 2, 3 нетрудно заклю-
чить, что при каждом t ∈ [−1, 1] и λ ≥ 0 функции H0

j (y, t;λ) аналитичны
по y = µ ∈ C, причем выполняются оценки∣∣∣∣ ∂k∂µkH0

j (µ, t;λ)

∣∣∣∣ ≤ c(λ+ 1)k+3 exp (−3λ) exp (λ|Reµ|),

µ ∈ C, λ ≥ 0, |t| ≤ 1.

Отсюда и из определения функций χ±(µ) получаем (см. (5.60), (5.62))∫ ∞
0

∣∣∣∣ ∂k∂µkH0
j (µ, t; s)

∣∣∣∣ (s+ 1)n| exp [±isl(λ)]| ds ≤
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≤
∫ ∞

0

(s+ 1)k+n+3 exp (−3s) exp [smax |Imχ±(µ)|] ≤

≤
∫ ∞

0

(s+ 1)k+n+3 exp (−2s) ds <∞, µ ∈ sU, k, n = 0, 1. (5.66)

Из оценок (5.66) и определения ядер A2
nk на основании утверждения об ана-

литичности функций, определенных посредством интегралов [257, § 2.8], за-
ключаем, что ядра A2

nk(µ, t) являются аналитическими по µ ∈ U функциями,
принадлежащими A(U) для любого t ∈ [−1, 1], причем

sup
µ∈U, |t|≤1

|A2
nk| ≤ c, n, k = 1, 2.

Тогда, снова используя [257, § 2.8], получаем, что операторы A2
nk непрерывно

действуют из C в пространство A(U). Лемма доказана.

На основании леммы 1 выводится следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы 1, причем

l
′
(µ) 6= i, µ ∈ sU.

Тогда, если

f ∈ A(U), g ∈ A(U), f(±1) = f
′
(±1) = g(±1) = 0,

то решение q ∈ B уравнения (3.172) с правой частью h из (3.173) принадлежит
пространству A(U)⊕A(U).

Следствие 2. При выполнении условий следствия 1 и выполнении неравен-
ства

Reχ+(µ) ≤ 0, ∀µ ∈ ∂U, Imµ ≤ 0 (5.67)

для коэффициентов ak из (3.161) справедливы оценки

|ak| ≤ ck−1/2, k = 1, 2, . . . . (5.68)

Доказательство. В силу соотношения χ+(sµ) = sχ−(µ) и (5.67) имеем

Reχ−(µ) ≤ 0, ∀µ ∈ ∂U, Imµ ≥ 0.

Тогда, используя аналитичность функций χ±(µ) и неравенства

|Imχ±(µ)| ≤ 1, µ ∈ sU,

по теореме Коши для любой функции p(µ) ∈ U получаем оценки

|Ψ±k (p)| ≤ ‖p‖A(U)

{∫
∂U ∩∓Imµ≥0

exp (|Imχ±(µ)||Reλ k|) |dµ|
}
≤
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≤ ck1/2, k = 1, 2, . . . .

Тогда утверждение (5.68) вытекает из следствия 1 и (5.57).

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1, причем

l(y) > 0, |y| < 1, l
′
(µ) 6= i, µ ∈ sU,

Reχ+(µ) ≤ 0, ∀µ ∈ ∂U, Imµ ≤ 0.

Тогда для любых функций f ∈ A(U), g ∈ A(U) с f(±1) = f
′
(±1) = g(±1) =

= 0 решение u(x, y) граничной задачи (3.134) допускает разложение в ряд
(3.160), сходящийся при всех (x, y) ∈ sΠ+. Для пары f , g справедливо разло-
жение (5.55), сходящееся в пространствах Cn[−y0, y0]⊕Cn[−y0, y0] для любых
y0 ∈ (0, 1) и n = 0, 1, . . . .

Доказательство. Из оценок (5.56) и (5.68) получаем, что ряд из (3.160)
сходится при всех x > 0, |y| ≤ 1 и допускает почленное дифференцирование
по x, y любое число раз. Так как по условию l(y) > 0 при |y| < 1, то это
означает, что разложение (3.160) представляет собой функцию u(x, y) при
всех (x, y) ∈ sΠ+ (с учетом zk(±1) = z

′
k(±1) = 0). Отсюда, в частности, с

учетом теоремы 4 из § 3.5 получаем утверждение о справедливости для пары
функций f , g разложения (5.55).

Теорема доказана.

Рассмотрим вопрос о справедливости гипотезы Рэлея для решения задачи
(3.134) в зависимости от величины параметра δ, задающего отклонение кривой
Γ = Γδ от прямолинейного торца x = 0, |y| < 1. Пусть функция l(y) = δl1(y),
где l1 – аналитическая в некоторой окрестности V отрезка [−1, 1] функция,
причем

l1(±1) = l
′
1(±1) = 0, l1(y) > 0, |y| < 1,

и δ > 0. Тогда справедливо следующее утверждение.

Следствие 3. Найдется такое δ0 > 0, что при любом значении δ ∈ (0, δ0)

для пары функций f , g, аналитических в V и удовлетворяющих условиям
(3.135), справедливо двукратное разложение (3.160), сходящееся при всех
(x, y) ∈ sΠ+.

Доказательство. Достаточно доказать существование такого δ0, что при
всех δ ∈ (0, δ0) функции

χ±(µ; δ) := δl1(µ)∓ iµ, µ ∈ V,

удовлетворяют условиям теоремы 1.
Пусть области Vj :

V0 = {µ ∈ C : |b−1Imµ± Reµ| < 1} ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ V
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с достаточно малой постоянной b > 0. В частности, U = V0 удовлетворяет
условию (5.58) с c = b−1 и

1± Reµ ≥ (1 + b)−1|1± µ|, µ ∈ sV0.

Полагая d = dist (V1, ∂V2), на основании теоремы Коши получаем

|χ+(µ1; δ)− χ+(µ2; δ)| ≥ 1− 2δ(2πd 2)−1‖l1‖L1(∂V2), µ1, µ2 ∈ V1, (5.69)

|l1(µ)| ≤ (2πd 2)−1‖l1‖L1(∂V2) · |µ± 1|, µ1 ∈ V1. (5.70)

Из (5.69) следует, что при

δ ∈ (0, πd 2/‖l1‖L−1(∂V2))

функция χ+(µ; δ) является однолистной в области V1, в частности, выполня-
ются условия (5.59) и δl

′
(µ) 6= i для µ ∈ sU = sV0. Из (5.70) имеем оценку

|δl1(µ)| ≤ δ(b+ 1)

2πd 2
‖l1‖L1(∂V2) · (1± Reµ), µ ∈ sV0,

откуда следует условие (5.60) для U = V0 и выполнение условия (5.67) для
µ ∈ ∂V0, Imµ ≤ 0 при достаточно малых δ (с учетом уравнения кривой ∂V0).
Следствие доказано.

Рассмотрим пример. Пусть функция

l(y) = δ(1 + cos(πy)), |y| ≤ 1. (5.71)

Согласно [171, 172] функция l удовлетворяет условиям теоремы 1 при
δ ∈ (0, δ0), где

πδ0 = 2ν(ν2 − 1)−1 ≈ 0,448, (5.72)

где ν > 1 – единственный корень уравнения

ln ν =
ν + 1

ν − 1
, ν > 1.

При этом область U из теоремы 1 определяется соотношениями

U : δ(1 + cosh(πτ) cosh(πs)) < τ, µ = s+ iτ, |s| ≤ 1.

Таким образом, аналогично соответствующим результатам для решений урав-
нения Гельмгольца [9, c. 16-19], [284, 394], получаем, что при δ ∈ (0, δ0) для
функций f ∈ A(U), g ∈ A(U) с условиями (3.135) справедливо двукратное раз-
ложение (5.55) с функцией l(y) из (5.71).
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5.6 Ограниченная применимость гипотезы Рэлея в задаче об от-
ражении волны Рэлея-Лэмба от криволинейного торца вол-
новода

5.6.1 Рассматривается плоская задача об отражении гармонической про-
дольной волны Рэлея–Лэмба [91, § 4.2] от криволинейного торца полубеско-
нечного однородного изотропного упругого слоя X > Hl(Y/d), |Y | < d со
свободной от напряжений границей. Здесь функция l(y) = l(−y), y ∈ [−1, 1]

и параметр H > 0, а временной множитель e−iωt далее опускаем. Кроме то-
го, будем использовать обозначения из § 4.3. Таким образом, рассматривается
граничная задача

∆ ~u+ (1− 2ν)−1∇div ~u+G−1ρω2~u = 0, x > δl(y), |y| < 1,

σy(x,±1) = τxy(x,±1) = 0, x > δl(1), (5.73)

(σx + σix)nx + (τxy + τ ixy)ny = 0, (x, y) ∈ Γδ,

(τxy + τ ixy)nx + (σy + σiy)ny = 0, (x, y) ∈ Γδ,

где δ = H/d и σix, σiy, τ ixy – поле напряжений падающей из бесконечности
волны Рэлея–Лэмба, а кривая и нормаль к ней ~n = (nx, ny) задаются выраже-
ниями

Γδ = {(x, y) : x = δl(y), |y| < 1}, (nx, ny) =
(1,−δl

′
(y))

(1 + δ2l ′ 2(y))1/2
.

Искомые напряжения σx, σy, τxy выражаются через смещения ux, uy согласно
равенствам (2.78). Граничная задача (5.73) дополняется условиями излучения
на бесконечности, конкретный вид которых здесь не важен.

При x > L := δmax l(y), |y| ≤ 1 отраженное поле напряжений допускает
разложение в ряд по нормальным волнам σx

σy
τxy

 =

∞∑
k=1

ak

 U1(λ k, y)

U2(λ k, y)

U3(λ k, y)

 eiλ kx, Imλ k > 0, (5.74)

где функции

U1(λ, y) =
i

2p2
[(λ2 + p2

2)(λ2 + Ω2
0) sinh p2 cosh p1y−

−2λ2p1p2 sinh p1 cosh p2y],

U2(λ, y) = − i

4p2
[(λ2 + p2

2)2 sinh p2 cosh p1y − 4λ2p1p2 sinh p1 cosh p2y], (5.75)

U3(λ, y) =
λp1(λ2 + p2

2)

2p2
[sinh p2 sinh p1y − sinh p1 sinh p2y],
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и λ k – корни дисперсионного определителя Рэлея–Лэмба:

∆(λ) = 4λ2p1p2 coth p2 − (λ2 + p2
2)2 coth p1

с Imλ k ≥ 0. Определение pj = pj(λ) и Ω0 см. в § 4.3. При этом, в (5.74) для
Imλ k = 0 выбирается один из корней ±λ k определителя ∆(λ), в соответствии
с принятым, исходя из физической постановки задачи, принципом излучения
на бесконечности. Далее, не уменьшая общности, считаем, что λ k > 0 при
k = 1, . . . , N и Imλ k > 0 для k > N . Такая ситуация имеет место, например,
когда условия излучения формулируются на основе принципа предельного по-
глощения и на данной частоте отсутствует явление “обратной” волны [11].
Тогда поле напряжений падающей волны задается выражением σix

σiy
τ ixy

 = a0

 U1(−λk0 , y)

U2(−λk0 , y)

U3(−λk0 , y)

 e−iλk0x, (5.76)

где λk0 – один из множества положительных корней {λ k}Nk=1 и постоянная
a0 6= 0.

Содержание гипотезы Рэлея в рассматриваемой ситуации заключается в
предположении, что разложение (5.74) справедливо вплоть до граничной кри-
вой Γδ. Обзор работ, связанных с обсуждением гипотезы Рэлея как с теорети-
ческой так и с прикладной точек зрения, в различных задачах дифракции аку-
стических и электромагнитных волн на неровных поверхностях имеется в [9, c.
13-32]. Отметим работы [401] и [393,394], имеющие принципиальный характер.
А именно, в [401] впервые строго установлен факт ограниченной применимо-
сти гипотезы Рэлея, а достаточные условия справедливости этой гипотезы в
случае периодической поверхности впервые получены в статьях [393,394].

В данном параграфе на основании методики статьи [401] исследуется во-
прос о необходимых условиях справедливости гипотезы Рэлея в задаче об от-
ражении волны Рэлея–Лэмба от криволинейного торца волновода. Для опре-
деленного класса аналитических функций l, описывающих криволинейный то-
рец волновода, получено абстрактное утверждение о таких условиях. Приведен
пример использования этого абстрактного утверждения для случая синусои-
дальной границы волновода.

5.6.2 Пусть функция l является целой функцией переменного µ ∈ C. Пред-
положим, что разложение (5.74) справедливо при всех x ≥ δl(y), |y| ≥ 1. Тогда
из (5.74) для |y| ≤ 1 имеем равенства

∞∑
k=1

ak
{
U1(λ k, y)− δl

′
(y)U3(λ k, y)

}
eiλ kδl(y) =

= −a0

{
U1(−λk0 , y)− δl

′
(y)U3(−λk0 , y)

}
e−iλk0δl(y),
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∞∑
k=1

ak
{
U3(λ k, y)− δl

′
(y)U2(λ k, y)

}
eiλ kδl(y) = (5.77)

= −a0

{
U1(−λk0 , y)− δl

′
(y)U3(−λk0 , y)

}
e−iλk0δl(y).

Дальнейшие рассмотрения относительно справедливости разложения (5.77)
связаны с выходом в комплексную плоскость. Для определенности рассмотрим
первое из соотношений (5.77). Вводя для удобства обозначение λ0 = −λk0 ,
определим функции

G(λ, µ) = U1(λ, µ)− δl
′
(µ)U3(λ, µ), µ ∈ C,

F0(µ) = −
N∑
k=1

akG(λ k, µ) eiλ kδl(µ), µ ∈ C, (5.78)

F1(µ) =

∞∑
k=N+1

akG(λ k, µ)eiλ kδl(µ), µ ∈ [−1, 1].

Тогда первое из равенств (5.77) можно записать в виде

F1(µ) = F0(µ), |Reµ| ≤ 1, Imµ = 0. (5.79)

При этом F0 является целой функцией, а F1 согласно (5.78) определена на
данном этапе только на отрезке [−1, 1].

Таким образом, при наложенных условиях на функцию l, из предположе-
ния, что разложение (5.74) справедливо при всех x ≥ δl(y), |y| ≥ 1, выте-
кает, что функция F1 допускает аналитическое продолжение в комплексную
плоскость. Для того, чтобы установить возможность такого аналитического
продолжения ряда, определяющего функцию F1, оценим величины коэффи-
циентов ak при k →∞, исходя из предположения о сходимости этого ряда на
отрезке µ ∈ [−1, 1]. Из этого предположения в качестве необходимого условия
получаем соотношение

lim
k→∞

|akG(λ k, y)|e−Imλ kδl(y) = 0, |y| ≤ 1. (5.80)

Далее, для корней определителя Рэлея–Лэмба из верхней полуплоскости спра-
ведлива асимптотика [227]

λ+
k =

1

2
ln 4πk + iπ(k +m0 − 1/4) + O(k−1 ln k), k →∞, (5.81)

где m0 – некоторое целое число и считается, что

{λ k} = {λ+
k}
∞
k=1 ∪ {−Ďλ+

k}
∞
k=1, Reλ+

k ≥ 0.
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Из (5.81), в частности, имеем оценки

|Reλ k| ≤ c ln k, c0k ≤ Imλ k ≤ c1k, k ≥ N + 1, (5.82)

с некоторыми положительными постоянными c и c0, c1. Подставляя асимп-
тотическую формулу (5.81) в выражения (5.75) для функций U1, U3, можно
получить при |y| < 1 и k → ∞ соотношение (довольно громоздкие выкладки
опускаем)

|G(λ+
k , y)| =

= (Ω2
2 − Ω2

1)2|y|−2(1 + δ2l
′2(y))1/2(πk)2+(1+|y|)/2[(1− |y|) + O(k−|y|)]. (5.83)

Тогда, вводя обозначение L0 = min l(y), |y| ≤ 1, на основании соотношений
(5.80)–(5.83) получаем, что для любого y 6= 0 из интервала (−1, 1), является
верным равенство

lim
k→∞

|ak|k2+(1+|y|)/2e−c1kδ(l(y)−L0)e−Imλ kδL0 = 0,

откуда заключаем, что для любого ε > 0 выполняется соотношение

|ak| = O
(
eεkeImλ kδL0

)
, k →∞. (5.84)

Далее, согласно (5.82) имеем при k > N оценку

|e±pj(λ k)µeiλ kδl(µ)| ≤ ec2|µ|ec|Imχ±(µ;δ)| ln ke−Imλ kReχ±(µ;δ), µ ∈ C, (5.85)

где функции
χ±(µ; δ) = δl(µ)∓ iµ.

Тогда, на основании (5.78), (5.82), (5.84) и определения G(λ, µ) получаем, что
функция F1 аналитически продолжается в любую такую связную, симметрич-
ную относительно вещественной оси, окрестность U вещественного интервала
I = {y : l(y) > L0, |y| < 1}, для которой

Reχ±(µ; δ) > δL0, µ ∈ U. (5.86)

При этом для любого ε > 0 справедлива оценка

|F1(µ)| ≤ c(ε)(1 + δ|l
′
(µ))ec2|µ|×

×
∞∑

k=N+1

eεk
{
ec|Imχ−(µ;δ)| ln ke−c0(Reχ+(µ;δ)−δL0)k+

+ ec|Imχ+(µ;δ)| ln ke−c0(Reχ+(µ;δ)−δL0)k
}
, µ ∈ U. (5.87)

Теорема 1. Пусть l – четная целая функция экспоненциального типа и
l(±1) = 0. Предположим, что найдется такая связная кривая γ, выходящая из
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интервала (−1, 1) и уходящая на бесконечность, для точек которой выполня-
ется неравенство

Re l(µ) > L0, µ ∈ γ, (5.88)

причем
Re l(µ)

Im l(µ)
→ 0,

Im l(µ)

|µ| → 0, µ→∞, µ ∈ γ. (5.89)

Тогда найдется такое δ0 > 0, что для любого δ > δ0 не существует таких
постоянных a0 6= 0 и ak ∈ C, k ≥ 1 с оценкой (5.84), для которых выполняется
равенство (5.79).

Доказательство. Из условия (5.89) получаем соотношение

|µ|−1 Re l(µ)→ +∞, µ→∞, µ ∈ γ.

Тогда с учетом условия (5.88) заключаем, что найдется такое δ0 > 0, для
которого при всех δ > δ0 выполняется неравенство

δRe l(µ) > |µ|+ δ0L0, µ ∈ γ. (5.90)

Тогда в силу непрерывности функций χ±(µ; δ) получаем, что для любого
δ > δ0 найдется такое открытое множество комплексной плоскости Uδ с вклю-
чением γ ∈ Uδ, для которого y1, y2 ∈ Uδ при некоторых y1, y2 ∈ (−1, 1), y1 6= y2

и Reχ±(µ; δ) > δL0 при µ ∈ Uδ. Тогда, в частности, функция F1 допускает ана-
литическое продолжение в область Uδ и выполняется оценка (5.87). Покажем,
что в этой ситуации справедливо соотношение

|F1(µ)| → 0, µ→∞, µ ∈ γ. (5.91)

Действительно, зафиксируем некоторые ε > 0 и достаточно малое ε0 > 0.
Тогда при всех µ ∈ γ с |µ| ≥ 1, таких, что выполняется неравенство

|µ|+ δ|Im l(µ)| ≤ ε0δ(Re l(µ)− L0),

используя вытекающую из условий теоремы оценку |l
′
(µ)| ≤ ec3|µ| (справед-

ливую в силу определения целой функции экспоненциального типа), получаем
неравенство

|F1(µ)| ≤ c(ε)e(c2+c3)|µ|
∞∑

k=N+1

eεke(c0+c)k(|µ|+δ|Im l(µ)|)e−c0k(Re l(µ)−L0) ≤

≤ c(ε)e(c2+c3)|µ|
∞∑
k=1

eεke−(c0/ε0−c0−c)kδ|µ|,

и, выбирая значение ε0 > 0 из условия

r := c0(ε−1
0 − 1)− c− ε ≥ 2(c2 + c3)
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получаем неравенство

|F1(µ)| ≤ c(ε)e
(c2+c3)|µ|e−r|µ|

1− e−r|µ|
, µ ∈ γ,

откуда заключаем, что справедливо соотношение (5.91).
Так как λ k ∈ R при k = 0, 1, . . . , N , то, с учетом определения функции

G(λ, µ), имеем при достаточно больших по модулю µ ∈ γ оценку снизу

|F0(µ)| ≥ |a0G(λ0, µ)|e−λ0δIm l(µ) − e−c3|µ|
N∑
k=1

|ak|e−λ kδIm l(µ). (5.92)

Далее, поскольку функция G(λ0, µ) является функцией экспоненциального ти-
па, то найдутся такие постоянная c4 > 0 и последовательность rn → ∞,
n→∞ [109, c. 236], для которых выполняется оценка

min
|µ|=rn

|G(λ0, µ)| ≥ e−c4rn n = 1, 2, . . . . (5.93)

Так как по предположению λ k > 0, k = 1, . . . , N и λ0 < 0, из условия (5.89)
и неравенств (5.92), (5.93) получаем, что найдется такая последовательность
точек µn ∈ γ с |µn| = rn, для которой |F0(µn)| → ∞ при n → ∞. Таким
образом,

Ďlimµ→∞, µ∈γ |F0(µ)| =∞. (5.94)

Тогда утверждение теоремы вытекает из сопоставления соотношений (5.91),
(5.94) и (5.89) с учетом аналитичности функций F0(µ), F1(µ), µ ∈ Uδ и вклю-
чения γ ∈ Uδ.

Теорема доказана.

Таким образом, так как равенство (5.79) является следствием предположе-
ния о справедливости гипотезы Рэлея, то при выполнении условий на функ-
цию l из теоремы 1 найдется такое δ0 > 0, для которого при любом δ > δ0
гипотеза Рэлея в рассматриваемой задаче теории упругости (5.73) не является
справедливой.

5.6.3 Приведем пример на использование доказанной теоремы. Рассмот-
рим, аналогично § 5, конкретный пример криволинейного торца волновода Γδ
с аналитической функцией экспоненциального типа:

l(µ) = 1 + cosπµ. (5.95)

Тогда для µ = s+ iτ имеем выражения

Re l(µ) = 1 + cosπs coshπτ, Im l(µ) = − sinπs sinhπτ.
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Для произвольного α ∈ (0, 1/2) определим кривую

γα = {µ ∈ C : Reµ = −α(Imµ+ 1)−1, Imµ ≥ 0}. (5.96)

Тогда Reµ ∈ (−1/2, 0) при µ ∈ γα, так что

Re l(µ) > 1, µ ∈ γα, (5.97)

и Im l(µ) > 0 для µ ∈ γα. При этом имеем соотношения

Reµ = s→ 0, Imµ = τ → +∞, µ→∞, µ ∈ γα,

и тогда для µ→∞, µ ∈ γα получаем

Re l(µ)

Im l(µ)
≥ cotπ|s| cothπτ → +∞,

Im l(µ)

|µ| ≥ 2|s|(s2 + τ2)−1/2 sinhπτ → +∞. (5.98)

Оценки (5.97), (5.98) показывают (см. условие (5.89)), что функция l, опреде-
ленная согласно (5.95), удовлетворяет условиям теоремы 1. Таким образом,
найдется такое δ0 > 0, для которого при любом δ > δ0 предположение о
продолжении разложения (5.74) вплоть до криволинейного участка границы
x = δl(y), |y| < 1 не является справедливым. Найдем указанное значение δ0.
Для этого согласно (5.90), (5.96) требуется определить число δα > 0, исходя
из условий

δ(1 + cosπs coshπτ) > τ, s = −α(τ + 1)−1, τ ≥ 0, ∀ δ > δα. (5.99)

Тогда так как для µ = s+ iτ ∈ γα выполняется оценка cosπs ≥ 1 − 2α, то
неравенство (5.99) заведомо выполняется, если

δ(1 + (1− 2α) coshπτ) > τ, τ ≥ 0, ∀ δ > δα. (5.100)

При этом, в силу произвольности значения α ∈ (0, 1/2) из определения (5.96),
из (5.100) получаем, что число

δ0 = inf
α∈(0,1/2)

δα

определяется условием

δ(1 + coshπτ) > τ, τ ≥ 0, ∀ δ > δ0. (5.101)

В свою очередь, анализ условия (5.101) показывает (см. [393], [407]), что πδ0 ≈
0.448 и δ0 определяется согласно (5.72).
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Таким образом, рассмотрение вопроса о необходимых условиях справедли-
вости гипотезы Рэлея в задаче об отражении волны Рэлея–Лэмба от криволи-
нейного торца волновода в форме синусоиды приводит к такому же результату,
как в задаче о дифракции плоской акустической волны на периодической си-
нусоидальной поверхности [401].

5.7 Однородные решения в задаче о равновесии упругого ци-
линдра

Рассмотрим конечный упругий цилиндр радиуса ρ0, длины 2H, находя-
щийся под действием осесимметричных нормальных и касательных нагрузок
на граничной поверхности. Далее считаем, что изотропный материал цилин-
дра характеризуется модулем сдвига G и коэффициентом Пуассона ν. Поме-
щая начало цилиндрической системы координат (ρ, ζ, ω) в центре цилиндра
и рассматривая для простоты выкладок случай симметричной относительно
плоскости ζ = 0 деформации цилиндра, записываем граничные условия в виде

σr = 2Gf(z), τrz = 2Gg(z), r = 1,

σz = 2Gφ(r), τrz = ±2Gχ(r), z = ±h,
(5.102)

где безразмерные координаты r = ρ/ρ0, z = ζ/ρ0, h = H/ρ0, причем
f(−z) = f(z), g(−z) = −g(z), z ∈ (−h, h). Радиальная ur(r, z) и осевая
uz(r, z) компоненты безразмерного (отнесенного к ρ0) вектора смещений удо-
влетворяют уравнениям Ламе

∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r
− ur
r2

+
1

1− 2ν

∂θ

∂r
= 0,

∂2uz
∂r2

+
1

r

∂uz
∂r

+
∂2uz
∂z2

+
1

1− 2ν

∂θ

∂z
= 0, (5.103)

θ =
∂ur
∂r

+
ur
r

+
∂uz
∂z

= 0.

Согласно методу однородных решений представление вектора смещений
~u = {ur, uz}, являющегося решением граничной задачи (5.102)–(5.103), мо-
жет быть двояким. Первое из них основано на разложении по однородным
решениям Шиффа-Прокопова [205, 411] для свободной от напряжений боко-
вой поверхности r = 1:

ur(r, z) =

∞∑
m=0

cmψr(r, βm) cosβmz + ucr(r, z),

uz(r, z) =

∞∑
m=0

cmψz(r, βm) sinβmz + ucz(r, z),

(5.104)
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где функции

ψr(r, β) = {−βrI1(β)I0(βr) + [2(1− ν)I1(β) + βI0(β)]I1(βr)}/β2,

ψz(r, β) = {βrI1(β)I1(βr) + [2(1− ν)I1(β)− βI0(β)]I0(βr)}/β2,

(5.105)

и βm – корни уравнения Шиффа

t(β) := β2[I2
0 (β)− I2

1 (β)]− 2(1− ν)I2
1 (β) = 0, (5.106)

расположенные в верхней полуплоскости и занумерованные в порядке возраста-
ния их модулей, причем β0 = 0 и Imβm > 0, m = 1, 2, . . . . При этом частное
решение uc = {ucr, ucz} “снимает” неоднородные граничные условия на боко-
вой поверхности цилиндра и может быть построено в явном виде различными
способами. Один из таких способов состоит в рассмотрении периодического
деформирования бесконечного цилиндра 0 ≤ r ≤ 1, |z| < ∞ с периодически
продолженными нормальной f и касательной g нагрузками.

Второе представление решения граничной задачи (5.102)–(5.103) в рамках
метода однородных решений основано на разложении вектора смещений по
функциям Дуголла-Лурье [159,348] в случае свободных от напряжений торцов
цилиндра z = ±h:

ur(r, z) =

∞∑
m=0

lmvr(z, ξm)J1(ξmr) + usr(r, z),

uz(r, z) =
∞∑
m=0

lmvz(z, ξm)J0(ξmr) + usz(r, z),

(5.107)

где функции

ξ 2 vr(z, ξ) =

= ξz sinhhξ sinhhz + ((1− 2ν) sinhhξ − hξ coshhξ) cosh ξz,

ξ 2 vz(z, ξ) =

= −ξz sinhhξ coshhz + [2(1− 2ν) sinhhξ + hξ sinhhξ] sinh ξz,

(5.108)

а ξm – корни дисперсионного уравнения Дуголла:

∆(ξ) := sinh 2hξ + 2hξ = 0, (5.109)

расположенные в верхней полуплоскости Im ξ ≥ 0 и пронумерованные в по-
рядке возрастания их модулей, так что ξ0 = 0 и Im ξm > 0 при m = 1, 2, . . . .

Частное решение us = {usr, usz} позволяет сделать однородными исходные гра-
ничные условия на торцах цилиндра z = ±h. Такое решение us может быть
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построено на основании использования известных решений для бесконечного
слоя [159].

Пусть σcz, σcr, τ crz и σsz, σsr , τsrz – поля напряжений, соответствующие век-
торам смещений uc и us соответственно. Тогда выполнение остальных гра-
ничных условий из (5.102), при использовании представления (5.104) или, со-
ответственно, представления (5.107), непосредственным образом приводит к
функциональным уравнениям

∞∑
m=0

cm{βmrI1(βm)I1(βmr)−

−[βmI0(βm)− 2I1(βm)]I0(βmr)}/βm cosβmh =

= φ(r)− σcz(r, h)

2G
, (5.110)

∞∑
m=0

cm[rI1(βm)I0(βmr)− I0(βm)I1(βmr)] sinβmh =

= χ(r)− τ crz(r, h)

2G
,

или
∞∑
m=0

lm{ξ−2
m J1(ξm)[ξmz sinh ξmh sinh ξmz+

+[(1− 2ν) sinh ξmh− ξmh cosh ξmh] cosh ξmz]+

+ξ−1
m J0(ξm)[ξmz sinh ξmh sinh ξmz+

+(sinh ξmh− ξmh cosh ξmh) cosh ξmz]} =

= f(z)− σsz(1, z)

2G
, (5.111)

∞∑
m=0

lm(z sinh ξmh cosh ξmz − h cosh ξmh sinh ξmz)J1(ξm) =

= g(z)− τsrz(1, z)

2G
.

При этом определение комплекснозначных коэффициентов cm, lm, удовле-
творяющих соотношениям (5.110) или (5.111), составляет основную трудность
при практической реализации схемы метода однородных решений. В данном
параграфе излагается оригинальный подход к определению этих коэффици-
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ентов, основанный на аналитической связи между представлениями решений
граничных задач теории упругости по методам суперпозиции и однородных
решений.

Пусть λj , j = 1, 2, . . . – положительные корни функции Бесселя J1(λ) и
kn = πn/h, n = 1, 2, . . . , так что справедливы разложения

f(z) =
f0

2
+

∞∑
n=1

fn cos knz, g(z) =

∞∑
n=1

gn sin knz,

φ(r) = φ 0 +

∞∑
j=1

φjJ0(λjr), χ(r) =

∞∑
j=1

φjJ1(λjr) (5.112)

с известными выражениями для коэффициентов этих разложений. Тогда со-
гласно общей схеме метода суперпозиции компоненты вектора смещений мож-
но представить в виде

ur = Br +
1

4

∞∑
n=1

(−1)nxnψr(r, kn) cos knz−

−
∞∑
j=1

yj hvr(z, λj)J1(λj r)

4J0(λj) sinh2 λj h
+

∞∑
j=1

χjJ1(λj r) coshλj z

λj sinhλj h
−

−
∞∑
n=1

gnI1(knr) cos knz

knI1(kn)
,

uz = Az +
1

4

∞∑
n=1

(−1)nxnψz(r, kn) sin knz − (5.113)

−
∞∑
j=1

yj hvz(z, λj)J0(λj r)

4J0(λj) sinh2 λj h
−
∞∑
j=1

χjJ0(λj r) sinhλj z

λj sinhλj h
+

+

∞∑
n=1

gnI0(knr) cos knz

knI1(kn)
,

где xn, yn (n, j = 1, 2, . . .) – неизвестные коэффициенты и постоянные

A =
1− 2ν

1− 3ν

[
φ 0 +

2

h

∫ h

0

zg(z) dz − 2νf0 −
2ν

h

∫ 1

0

r2χ(r) dr

]
,

B =
1− 2ν

1− 3ν

[
−φ 0 −

2

h

∫ h

0

zg(z) dz + (1− ν)f0 +
(1− ν)

h

∫ 1

0

r2χ(r) dr

]
.

Поле напряжений, соответствующее представлению (5.113), удовлетворяет гра-
ничным условиям (5.102) для касательных напряжений. Из граничного условия
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для σr получаем следующее соотношение между неизвестными xn и yj :

xn =
1

tn

[
∞∑
j=1

yjk
2
n

(k2
n + λ2

j )
2

+ Φn

]
, (5.114)

где последовательности

tn =
t(kn)

4k2
nI

2
1 (tn)

, Φn = (−1)nfn−
(−1)ngn
kn

[
1− knI0(kn)

I1(kn)

]
−
∞∑
j=1

2λjχjJ0(λj)

h(k2
n + λ2

j )
,

а из граничного условия (5.102) для σz находим

yj =
1

sj

[
∞∑
n=1

xnλ
2
j

(k2
n + λ2

j )
2

+ Ψj

]
, (5.115)

где

sj =
h∆(λj)

8λj sinh2 λjh
, Ψj = −φjJ0(λj)− χjJ0(λj) cothλjh+

∞∑
n=1

2(−1)nkngn
(k2
n + λ2

j )
.

В работе [87] было доказано, что система алгебраических уравнений (5.114),
(5.115) является регулярной и при выполнении условий f , g ∈ C3[−h, h], φ,
χ ∈ C3[0, 1], g(h) = χ(1) система имеет единственное ограниченное решение
xn, yj . Более детальное исследование этой системы согласно методике, из-
ложенной в § 3.2, позволяет установить, что для любого ε > 0 справедливы
асимптотические выражения для неизвестных

xn = a+ O(n−1+ε), n→∞ , yj = a+ O(j−1+ε), j →∞, (5.116)

где a – некоторая постоянная, зависящая от граничных данных в равенствах
(5.102).

Введем в рассмотрение вектор-функции

ψ(r, z; k) =

{
ψr(r, k) cos kz

ψz(r, k) sin kz

}
,

v(r, z;λ) =

{
vr(z, λ)J1(λ r)

vz(z, λ)J0(λ r)

}
,

Q(r, z) =

{
Br

Az

}
,

(5.117)

каждая из которых является решением однородных уравнений Ламе (5.103).
Используя равенства (5.117) и выражая вектор смещений (5.113) только через
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неизвестные yj , получаем
u = uc0 + uc,

uc =

∞∑
n=1

k2
nfn
t(kn)

ψ(r, z; kn) +

∞∑
n=1

(−1)ngn
knI1(kn)

v(r, z; ikn)−

−
∞∑
n=1

kngn(I1(kn)− knI0(kn))

t(kn)I1(kn)
ψ(r, z; kn) +Q(r, z),

uc0 =

∞∑
j=1

yj

{
∞∑
n=1

(−1)nk4
n

t(kn)(k2
n + λ2

j )
2
ψ(r, z; kn)

}
+ (5.118)

+

∞∑
j=1

χj
J0(λj) sinhλjh

ψ(r, z; iλj)−

−
∞∑
j=1

yjh

4J0(λj) sinh2 λjh
v(r, z;λj)−

−
∞∑
j=1

2λjχjJ0(λj)

{
∞∑
n=1

(−1)nk2
n

ht(kn)(k2
n + λ2

j )
ψ(r, z; kn)

}
.

Кроме того, подставляя выражения yj через xn из равенств (5.115) в ра-
венства (5.113), получаем выражения

u = us0 + us, eq : 5.7.18a (5.119)

us = Q(r, z) +

∞∑
j=1

χj
J0(λj) sinhλjh

ψ(r, z; iλj)+

+

∞∑
j=1

2λjχj cothλjh

∆(λj)
v(r, z;λj) +

∞∑
j=1

2λjφj
∆(λj)

v(r, z;λj),

us0 = −
∞∑
n=1

xn

{
∞∑
j=1

2λ3
j v(r, z;λj)

∆(λj)J0(λj)(k2
n + λ2

j )

}
+ (5.120)

+
1

4

∞∑
n=1

(−1)nxnψ(r, z; kn)−
∞∑
n=1

(−1)ngn
kI1(kn)

v(r, z; ikn)−

−4

∞∑
n=1

(−1)n
{
∞∑
j=1

λj v(r, z;λj)

∆(λj)J0(λj)(k2
n + λ2

j )

}
.

Отметим что вектор-функция uc удовлетворяет граничным условиям
(5.102) на боковой поверхности цилиндра, а вектор-функция us – граничным
условиям (5.102) на торцах цилиндрической поверхности. Таким образом, век-
тор-функции uc0, us0 допускают разложения в ряды по соответствующим одно-
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родным решениям (5.104), (5.107):

uc0 =

∞∑
m=0

cmψ(r, z;βm), (5.121)

us0 =

∞∑
m=0

lmv(r, z; ξm). (5.122)

Для перехода от представления (5.118) функции uc0 к представлению
(5.121) используем преобразование Зоммерфельда–Ватсона по отношению к
внутренним суммам в двойных рядах. Эти суммы имеют вид

Sp (r, z;λj) =

∞∑
n=1

(−1)nk2p
n

t(kn)(k2
n + λ2

j )
p
ψ(r, z; kn), p = 1, 2. (5.123)

В силу четности по k функций t(k), ψ(r, z; k) на основании теоремы Коши о
вычетах имеем равенства

Sp (r, z;λj) =

= −h
2
S0,p (r, z;λj)−

h

2πi

∫ iδ+∞

iδ−∞

µ2pψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j )
p sinhµ

dµ, (5.124)

где вычеты в точке µ = 0:

S0,1(r, z;λj) = Resµ=0
µ2ψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j ) sinhµ

=

=
1

(1 + ν)hλ2
j

(
(1− ν)r

−2νz

)
,

S0,2(r, z;λj) = Resµ=0
µ4ψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j )

2 sinhµ
= 0.

(5.125)

Значение параметра δ > 0 выбрано таким образом, чтобы в полосе |Imµ| ≤ δ
функции µ2 + λ2

j и t(µ), µ 6= 0, не имели нулей. Замыкая контур интегрирова-
ния в интеграле (5.124) через верхнюю полуплоскость по последовательности
контуров

Γm = {µ ∈ C : |µ| = π(m+ 1/2), Imµ ≥ 0}
и применяя теорему о вычетах с использованием известных оценок функций
ψ(r, z;µ), t(µ) на Γm (см. [205]), получаем

Sp (r, z;λj) = −
∞∑
m=1

β2p
m

t′(βm)(β2
m + λ2

j )
p
ψ(r, z;βm)− h

2
S0,p(r, z;λj)−
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− hResµ=iλj

µ2pψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j )
p sinhµ

. (5.126)

При этом, проводя непосредственный подсчет значений вычетов для p = 1, 2

в точках iλj с использованием (5.105), (5.106) записываем выражения

Resµ=iλj

µ2ψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j ) sinhµ

= − ψ(r, z; iλj)

2λjJ0(λj) sinhλjh
,

Resµ=iλj

µ4ψ(r, z;µ)

t(µ)(µ2 + λ2
j )

2 sinhµ
= − v(r, z;λj)

4J0(λj) sinh2 λjh
.

(5.127)

Таким образом, на основании формул (5.118 и (5.123)–(5.127) находим для uc0
разложение по однородным цилиндрическим решениям (5.121) с коэффициен-
тами

c0 =
2

1 + ν

∞∑
j=1

χjJ0(λj)

hλj
= − 2

(1 + ν)h

∫ 1

0

r2χ(r) dr,

cm = − hβ4
m

t′(βm) sinβmh

∞∑
j=1

yj
(β2
m + λ2

j )
2

+

+
2β2

m

t′(βm) sinβmh

∞∑
j=1

λjχjJ0(λj)

β2
m + λ2

j

,

(5.128)

где

t
′
(βm) = 2βmI

2
0 (βm)− 4(1− ν)I0(βm)I1(βm) + 2(1− ν)I2

1 (βm)/βm.

Аналогичным образом можно получить и разложение (5.122). Здесь коэф-
фициенты разложения lm имеют вид

l0 = −
∞∑
n=1

(−1)ngn
hkn

= − 1

h2

∫ h

0

zg(z) dz,

lm =
2ξ3
m

∆′(ξm)J1(ξm)

∞∑
n=1

xn
(k2
n + ξ2

m)2
+ (5.129)

+
4ξm

∆′(ξm)J1(ξm)

∞∑
n=1

(−1)nkngn
k2
n + ξ2

m

,

где ∆
′
(ξm) = 4 cosh2 ξmh.

Таким образом, коэффициенты в обоих разложениях вектора смещений
по однородным решениям можно выразить через решение одной и той же
бесконечной алгебраической системы уравнений (5.114), (5.115). При этом, на
основании оценок (5.116) при ее практическом решении можно использовать
метод улучшенной редукции.
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ГЛАВА 6

МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ.
ДИНАМИЧЕСКИЕ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ КРУГЛОГО ШТАМПА НА УПРУГОМ ПОЛУПРО-
СТРАНСТВЕ

В динамике сооружений необходимо учитывать взаимодействие их фунда-
ментов с грунтовым основанием. Для ряда сооружений фундамент может рас-
сматриваться в расчетной схеме как сплошной жесткий, а движение отдельного
фундамента при расчете можно разделить на вертикальное и горизонтально-
вращательное [222].

В первых работах для динамических задач задавали упрощенные гранич-
ные условия и распределение контактных напряжений. При развитии инженер-
ных методов рассматривалось распределение заданной формы – равномерное,
изменяющееся линейно, параболическое, статическое распределение для упру-
гого полупространства и другие.

Статическое решение задач для круглого штампа на упругом полупростран-
стве для различных нагрузок на штамп приведено в работах [2, 100, 275] и
др. Точное статическое решение было использовано R. Y. S. Pak и J.-D. M.
Saphores в [400].

В работе [100, с. 87–89], отмечена необходимость учета связанности гори-
зонтальных и нормальных перемещений и напряжений под штампом на упру-
гом основании.

Обзор методов решения контактных задач для площади контакта, близкой
к круговой, был выполнен В. И. Моссаковским и А. Б. Ковурой [180].

Динамические контактные задачи для круглого штампа на деформируе-
мом инерционном полупространстве рассматривались большей частью в усло-
виях осевой симметрии (вертикальные и крутильные колебания).

Задачи о вертикальных колебаниях круглого жесткого штампа на упругом
полупространстве при действии статических и гармонических нагрузок рас-
сматривались в работах G. M. L. Gladwell [355,356]. Для динамических нагру-
зок представлен ряд приближенных решений.

Имеется ряд работ, например, Н. М. Бородачева [27–29], О. Я. Шехтер
[294,296], F. R. Richart Jr и R. V. Whitman [403], в которых с разной степенью
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приближения изучены горизонтальные и вращательные гармонические коле-
бания жесткого круглого штампа на полуограниченном основании.

Исходные уравнения и методика решения в случае неосесииметричных
граничных условий (см. § 1.2) были представлены для основания круглого
штампа в виде упругого полупространства в статьях K. Sezawa [420] и G. N.
Bycroft [332], R. N. Arnold, G. N. Bycroft, G. B. Warburton [312], H. Shmidt и S.
Krenk [413], а также в монографиях А. И. Лурье [160], J. D. Achenbach [306] и
др.

Взаимодействие круглого штампа с упругим слоем на полупространстве
исследовано J. E. Luco [390].

Решение ряда задач динамики сооружений при сложных динамических на-
грузках, включая сейсмические и взрывные, может быть получено методами,
описанными в учебном пособии Н. С. Ремез с соавт. [214,215].

В монографии В. М. Сеймова с соавт. [238] и работе H. Schmidt и S.
Krenk [412] представлены решения методом ортогональных полиномов задач
об осесимметричных вертикальных колебаниях круглой плиты конечной жест-
кости на упругом полупространстве, а в [413] – и для других нагрузок. В статье
N. Gucunski, R. Peek [366] при решении аналогичной задачи использован метод
конечных разностей.

Использование метода ортогональных полиномов в динамических контакт-
ных задачах для расчета динамики незаглубленных фундаментов с плоской
подошвой получило развитие в работах В. М. Сеймова [230, 233, 238], А. Н.
Трофимчука, А. М. Гомилко, И. В. Ловцова и др. [26,267].

Решение для круглого жесткого фундамента с осесимметричным над-
фундаментным строением, как жестким, так и гибким (цилиндром и мно-
гомассовой системой) на упругом полупространстве представлено в работах
[231,237,264]. На основе этого были проведены численные исследования задач
о колебаниях морских гравитационных платформ с учетом взаимодействия
цилиндрического корпуса и круглого фундамента с водой и с упругим основа-
нием [102,194,234–236,239,240].

На этой основе решение задачи методом ортогональных полиномов о го-
ризонтальных, вращательных и связанных горизонтально-вращательных коле-
баниях круглого в плане штампа на упругом полупространстве было представ-
лено в статье [232], оно приведено ниже в § 6.1.

Ряд соотношений, используемых здесь при решении задач, взяты из спра-
вочной литературы [140,208,245] и др.

6.1 Нестационарные неосесимметричные контактные задачи
для круглого штампа на упругом полупространстве

При решении динамической контактной задачи необходимо определить пе-
ремещения границы полупространства u, v, w (соответственно в радиальном,
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§ 6.1 Круглый штамп на упругом полупространстве 287

азимутальном и вертикальном направлениях) при действии распределенных
нормальной и касательной нагрузок на участке границы.

Решение задач теории упругости для уравнений в цилиндрических коорди-
натах при неосесимметричных граничных условиях рассматривалось в рабо-
тах [87,160,306,400] и др.

Применяя к уравнениям (1.23) преобразование Лапласа по времени, полу-
чаем 

(
1− β2

) ∂ sθ

∂z
+ β2(∇2 − s2)

sw = 0;

(
1− β2

) ∂ sθ

∂ r
+ β2(∇2 − s2)

su− β2

(
su

r2
+

2

r2

∂ sv

∂ ϕ

)
= 0;

(
1− β2

) 1

r

∂ sθ

∂ ϕ
+ β2(∇2 − s2)

sv − β2

(
sv

r2
+

2

r2

∂ su

∂ ϕ

)
= 0,

(6.1)

где s – параметр преобразования Лапласа (см. п. 1.6.2).
Используем общее решение K. Sezawa [420] трехмерных волновых уравне-

ний для однородного изотропного упругого полупространства в цилиндриче-
ских координатах в случае гармонических воздействий при неосесимметрич-
ных колебаниях. Это решение для уравнений (6.1) при разложении по угловой
координате имеет вид

sw(r, ϕ, z, s) =

∞∫
0

sw ∗(r, ϕ, z, s, ξ) dξ, (6.2)

включая аналогичные интегральные выражения для su и sv.

Согласно [312,420] решение уравнений (6.1) в перемещениях с использова-
нием вспомогательных функций (6.2) представляется формулами

su ∗ =

{
−[B α1 exp(−z α1) + C α2 exp(−z α2)] ξJ

′
m(r ξ)+

+
1

r
D exp(−z α2) Jm(r ξ)

}
cos(mϕ) ;

(6.3)

sv ∗ =

{
1

r
m [B exp(−z α1)+C α2 exp(−z α2) ] Jm(r ξ)−

−D exp(−z α2) ξJ
′
m(r ξ)

}
sin(mϕ);

(6.4)

sw ∗ = [B α1 exp(−z α1)+C α2 exp(−z α2)] Jm(r ξ) cos(mϕ), (6.5)
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где B, C, D – константы, определяемые из граничных условий;

α1 =
√
ξ2 + β2s2; α2 =

√
ξ2 + s2, (6.6)

а J
′
m(r ξ) – производная функции Бесселя 1-го рода по радиусу.
Для соответствующих функций напряжений получены выражения

sσ ∗z = −µ
[
χB exp(−z α1) + 2 ξ2α2 C exp(−z α2)

]
Jm(rξ) cos(mϕ); (6.7)

sτ ∗zr = µ

{
[2α1B exp(−z α1) + χC exp(−z α2)] J

′
m(rξ)−

− m

r
α2D exp(−z α2) Jm(rξ)

}
cos(mϕ); (6.8)

sτ ∗zϕ = µ

{
− [2α1B exp(−z α1) + χC exp(−z α2)]

m

r
Jm(rξ)−

− α2D exp(−z α2)J
′
m(rξ)

}
sin(mϕ), (6.9)

где χ = 2 ξ2 + s2.

Учитывая соотношения для функций Бесселя 1-го рода и их производных

m

r
Jm(rξ) =

ξ

2

[
Jm−1(rξ) + Jm+1(rξ)

]
;

ξJ
′
m(rξ) =

ξ

2

[
Jm−1(rξ)− Jm+1(rξ)

]
,

(6.10)

получаем для рассматриваемой задачи функции перемещений su ∗, sv ∗ и функ-
ций напряжений sτ ∗zr, sτ ∗zϕ в виде

su ∗ =
1

2
ξ

[
(−B − α2 C +D) Jm−1(rξ)+

+ (B + α2C +D) Jm+1(rξ)

]
cos (mϕ);

sv ∗ =
1

2
ξ

[
(B − α2 C −D) Jm−1 (rξ)+

+(B + α2C +D) Jm+1 (rξ)

]
sin (mϕ);

(6.11)

sτ ∗zr = µ
1

2
ξ

[
ε1 Jm−1 (rξ)− ε 2 Jm+1 (rξ)

]
cos (mϕ) ;

sτ ∗zϕ = µ
1

2
ξ

[
−ε1 Jm−1 (rξ)− ε 2 Jm+1 (rξ)

]
sin (mϕ) ,

(6.12)
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где введены постоянные

ε1 = 2α1B + χC − α2D, ε 2 = 2α1B + χC + α2D.

Рассмотрим отдельные виды неосесимметричных нагрузок, распределен-
ных по круговой площадке границы упругого полупространства.

6.1.1 Перемещения при однонаправленной горизонтальной на-
грузке

Пусть по круговой области грани-

Рис. 6.1. Действие распределен-
ных нормальной и касательной на-
грузок на круговой площадке

цы упругого полупространства действу-
ют касательные напряжения τx(r, t), на-
правленные вдоль оси Ox (рис. 6.1).
Определим горизонтальные вдоль оси
Osx и вертикальные перемещения по-
верхности под распределенной нагруз-
кой при малых колебаниях. В этом слу-
чае в формулах (6.11), (6.12) для пе-
ремещений и напряжений следует поло-
жить m = 1. На границе полупростран-
ства при z = 0 и 0 ≤ ϕ ≤ 2π должны
выполняться условия

σz = 0 (0 ≤ r ≤ ∞); (6.13)τrϕ = −τx(r, t), (0≤r≤1);

τrϕ = 0, (1<r<∞),
(6.14)

из которых находятся константы B, C и
D. Здесь τrϕ =

√
τzr2 + τzϕ2.

Полагая ε2 = 0, из первого равен-
ства из (6.14) получаем

µ

2

∞∫
0

(2α1B + χC − α2D) ξ J0(rξ) dξ = −τx. (6.15)

Левая часть равенства (6.15) представляет собой преобразование Ханкеля ну-
левого порядка. Тогда, после применения формулы обращения (1.133), полу-
чаем уравнение относительно B, C, D:

2α1B + χC − α2D = −'τ x, (6.16)
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где

'
τ x(ξ, s) =

1∫
0

sτx(r, s) rJ0(r, ξ) dr. (6.17)

Таким образом, из системы уравнений

χB + 2 ξ2α2C = 0;

2α1B + χC + α2D = 0; (6.18)

2α1B + χC − α2D = −'τ x(ξ, s)

получены выражения для постоянных

B =
ξ2α2

F (ξ, s)

'
τ x;

C =
χ

2F (ξ, s)

'
τ x; (6.19)

D =
1

2α2

'
τ x

с определителем
F (ξ, s) = χ2 − 4ξ2α1α2, (6.20)

представляющим собой функцию Рэлея.
Из формул (6.11) и соответствующего интеграла из (6.2) определяем го-

ризонтальные перемещения ux вдоль оси Ox

1

2

∞∫
0

ξ
[
(−B − α2 C +D) J0(rξ) + (B + α2 C +D) J2(rξ)

]
dξ = sux;

1

2

∞∫
0

ξ
[
(B + α2 C −D) J0(rξ) + (B + α2 C +D) J2(rξ)

]
dξ = −sux,

откуда находим

sux(r, 0, s) =
a

2µ

∞∫
0

(−B − α2C −D) ξJ0(rξ)dξ =

=
a

2µ

∞∫
0

[
s2α2

F (ξ, s)
+

1

α2

]
'
τ (ξ, s) ξJ0(rξ) dξ. (6.21)

Вертикальные перемещения границы полупространства при действии одно-
направленной вдоль оси Ox горизонтальной нагрузки определяются из (6.5)
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и (6.19)

swx(r, ϕ, 0, s) = − a
µ

∞∫
0

ξ2

[
χ− 2α1α2

F (ξ, s)

]
'
τ (ξ, s) ξJ1(rξ) dξ. (6.22)

6.1.2 Перемещения при вертикальной нагрузке, антисиммет-
ричной относительно диаметра круга

На границе упругого полупространства рассматривается действие по кру-
говой площадке вертикальной нагрузки

p (r, ϕ, t) = p 1(r, t) cosϕ, (6.23)

антисимметричной относительно диаметра круга. При этом имеем выражения
для перемещений (6.3)–(6.5), (6.11) и напряжений (6.7), (6.12) при m = 1.

Определим вертикальные перемещения границы полупространства при z = 0,

0 < r ≤ a.
Константы B, C, D определяются исходя из следующих граничных условий

при z = 0 для трансформант Лапласа напряжений:
sσz = −sp 1(r, s) cosϕ, (0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π);

sσz = 0, (1 < r <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π);

sτzr = 0; sτzϕ = 0, (0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π).

(6.24)

Подставляя (6.7) в первое условие (6.24) (при z = 0, m = 1), получаем равен-
ство [

χB + 2 ξ2α2C
]
J1(rξ) =

1

µ
sp 1(r, s) (0 ≤ r ≤ 1).

Умножая последнее уравнение на параметр ξ и применяя к нему преобразова-
ние Ханкеля 1-го порядка, найдем

χB + 2 ξ2α2C =
1

µ
ξ
'
p 1(ξ, s), (6.25)

где

'
p 1(ξ, s) =

1∫
0

r sp 1(r, s) J1(rξ) dr. (6.26)

Удовлетворение граничным условиям для касательных напряжений из (6.24),
на основании равенств (6.12) для m = 1 приводит к уравнениям ε1J0(rξ)− ε2J2(rξ) = 0;

ε1J0(rξ) + ε2J2(rξ) = 0,
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откуда получаем

2α1B + χC − α2D = 0; 2α1B + χC + α2D = 0. (6.27)

Из (6.25) и (6.27) получаем, что D = 0, а константы B и C определяются из
системы уравнений  χB + 2 ξ2α2C =

1

µ
ξ
'
p 1(ξ, s);

2α1B + χC = 0,

(6.28)

откуда имеем

B(ξ, s) =
a

µ
ξ

χ

F (ξ, s)

'
p 1(ξ, s); C(ξ, s) = − a

µ
ξ

2α1

F (ξ, s)

'
p 1(ξ, s). (6.29)

Отсюда, подставляя (6.29) в (6.5), с учетом (6.2) находим трансформанты
Лапласа вертикальных перемещений границы упругого полупространства при
антисимметричной нагрузке, действующей по площади круга антисимметрич-
но относительно диаметра круга

sw(r, ϕ, 0, s) =
a

µ

∞∫
0

s2α1

F (ξ, s)

'
p 1(ξ, s) ξ J1(rξ) dξ cosϕ. (6.30)

Горизонтальные перемещения границы определяем из (6.3) и (6.4) при
m = 0 и D = 0, при этом

su∗ =
1

2
ξ
(
B + α2C

) [
−J0(rξ) + J2(rξ)

]
cosϕ,

sv∗ =
1

2
ξ
(
B + α2C

) [
J0(rξ) + J2(rξ)

]
sinϕ.

(6.31)

Так как su∗ = su∗x cosϕ; sv∗ = −su∗x sinϕ, где su∗x соответствует горизонталь-
ным (направленным вдоль оси Ox) перемещениям, то из (6.31) находим

su∗x = −1

2
ξ
(
B + α2C

)
J0(rξ),

а с учетом (6.2) и (6.29) имеем равенство

sux(r, 0, s) =
1

2

a

µ

∞∫
0

ξ2χ− 2α1α2

F (ξ, s)

'
p 1(ξ, s) ξ J0(rξ) dξ. (6.32)



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

§ 6.1 Круглый штамп на упругом полупространстве 293

6.1.3 Горизонтальные колебания круглого штампа

Рассмотрим действие горизонтальной силы Q(t), направленной вдоль оси
Osx, на круглый штамп радиуса a и высотой sh = h a, расположенный на границе
упругого полупространства (рис. 6.2).

Предположим, что перемещения

Рис. 6.2. Круглый штамп на упругом
полупространстве

штампа Ux(t) – горизонтальные по
направлению действия силы Q(t),
проскальзывание по подошве в на-
правлении оси Osx отсутствует, а в
перпендикулярном направлении до-
пускается. Неизвестными являются
касательные контактные напряже-
ния τx(r, t) и перемещения штампа
Ux(t). Должно быть соблюдено кон-
тактное условие

Ux(t) = ux(r, 0, t) (0 ≤ r ≤ 1). (6.33)

Так как штамп взаимодействует с упругим полупространством, то уравне-
ния движения (1.23) необходимо решать, выполняя контактное условие (6.33)
совместно с уравнением горизонтальных колебаний штампа

2π aµm1
d 2Ux(t)

dt2
= Q(t)−QR(t), (6.34)

где m1 = shρ/(2aρh); ρ/ρh – отношение плотностей материалов штампа и осно-
вания;QR(t) – равнодействующая однонаправленных касательных напряжений
τx(r, t). Заметим, что Ux(t) и τx(r, t) не зависят от угловой координаты ϕ.

Перемещения ux(r, 0, t), трансформанта Лапласа которых определена фор-
мулой (6.21), подставляем, на основании контактного условия (6.33), в урав-
нение (6.34). При этом получаем парное интегральное уравнение:

πa2m1s
2

∞∫
0

[
s2α2

F (ξ, s)
+

1

α2

]
×

× 'τ x(ξ, s) ξJ0(rξ) dξ = sQ (s)− sQR(s) (0 ≤ r ≤ 1);

∞∫
0

ξ
'
τ x (ξ, s) ξJ0 (rξ) dξ = 0 (r > 1).

(6.35)

Решение для контактных напряжений будем искать в виде разложения в
ряд по преобразованным четным полиномам Лежандра P2k(

√
1− r2), которые
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являются ортогональными на отрезке r ∈ [0, 1] с весом r/
√

1− r2:

τx(r, t) =

∞∑
k=0

B2k(t)
P2k(
√

1− r2)√
1− r2

(0 ≤ r ≤ 1). (6.36)

Здесь B2k(t) – неизвестные коэффициенты, зависящие от времени.
Двойное преобразование Лапласа-Ханкеля разложения (6.36) имеет вид

'
τ x (ξ, s) =

1√
2 ξ

∞∑
k=0

sB2k(s)
Γ(k + 1/2)

Γ(k + 1)
J2k+1/2(ξ), (6.37)

где J2k+1/2(ξ) – функция Бесселя полуцелого индекса. Каждый член этого
ряда удовлетворяет парному интегральному уравнению при r > 1. Для выпол-
нения уравнения (6.35) при 0 ≤ r ≤ 1 подставляем в него выражение (6.37)
для

'
τ x(ξ, s) и учитывая равенство

sQR(s) = 2πa2
sB0(s), (6.38)

получаем

sB0 (s) +m1s
2
∞∑
k=0

sB2k(s)
Γ(k + 1/2)

Γ(k + 1)

[
s2α2

F (ξ, s)
+

1

α2

]
×

×
√
ξ

2
J2k+1/2(ξ) J0(rξ) dξ =

sQ(s)

2πa
. (6.39)

Разложим левую часть уравнения (6.39) в ряд по полиномам Лежандра, ис-
пользуя представление [86]

J0(rξ) =

√
2

ξ

∞∑
n=0

(2n+ 1/2) Γ(n+ 1/2)

Γ(n+ 1)
J2n+1/2(ξ)P2n(

√
1− r2). (6.40)

После подстановки (6.40) в (6.39) и приравнивания коэффициентов при поли-
номах Лежандра одинаковых порядков получаем бесконечную систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно трансформант Лапласа коэффи-
циентов разложения (6.36):

sB0(s) +m1s
2
∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s) =
sQ(s)

2πa
;

∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s) = 0 (n = 1, 2, ...),

(6.41)
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где

b2k+1/2, 2n+1/2(s) =
Γ(n+ 1/2) Γ(k + 1/2)(2n+ 1/2)

2Γ(n+ 1) Γ(k + 1)
×

×
∞∫

0

[
s2α2

F (ξ, s)
+

1

α2

]√
ξ

2
J2k+1/2(ξ) J2n+1/2(ξ) dξ.

(6.42)

С помощью интегрирования в комплексной плоскости [230] выражение
(6.42) приводим к виду

b2k+1/2, 2n+1/2(s) = (−1)k+n 1

π

(2n+ 1/2) Γ(n+ 1/2)(k + 1/2)

Γ(n+ 1) Γ(k + 1)
×

×

−π√η2
1 − 1

F ′(η1)
I2k+1/2(η1s)K2n+1/2(η1s)+

+

β∫
0

√
1− η2

F (η)
I2k+1/2(sη)K2n+1/2(sη) dη + (6.43)

+

1∫
β

(
2η2 − 1

)2√
1− η2

F (η)f (η)
I2k+1/2(sη)K2n+1/2(sη) dη+

+(−1)k+n π

2

∞∫
0

J2k+1/2(ξ) J2n+1/2(ξ)√
ξ2 + s2

dξ

 (n ≤ k),

где
F (η) =

(
2η2 − 1

)2 − 4η2
√
η2 − β2

√
η2 − 1.

f (η) =
(
2η2 − 1

)2
+ 4η2

√
η2 − β2

√
η2 − 1.

Здесь F (η) – функция Рэлея; η1 – положительный корень уравнения F (η) =

= 0, определяющий скорость поверхностной волны Рэлея в упругом полупро-
странстве; F ′(η) – производная от функции F (η); I2k+1/2(ηs), K2n+1/2(ηs) –
модифицированные функции Бесселя полуцелого индекса.

Параметр преобразования Лапласа s в общем случае является комплекс-
ным. Если его положить чисто мнимым s = iζ, то решение задачи будет соот-
ветствовать гармоническим колебаниям с безразмерной частотой ζ = aω/c2,

где ω – круговая частота колебаний. При этом
Re b2k+1/2, 2n+1/2(0) =


Γ2(k + 1/2)

4Γ2(k + 1)
(2− ν) (n = k) ;

0 (n < k) ;

Im b2k+1/2, 2n+1/2(0) = 0.

(6.44)
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После определения методом усечения коэффициентов sB2k(s) из решения
системы уравнений (6.41) трансформанты Лапласа перемещения штампа ux(t)

находим из уравнения (6.34) (с учетом формулы (6.38))

sUx(s) =
a

µ

1

m1s2

[
sQ(s)

2πa2
− sB0(s)

]
. (6.45)

Если систему уравнений (6.41) решать в долях sQ(s)/(2πa2), то формулу (6.45)
можно записать в таком виде:

sUx (s) =
a

µ

sQ (s)

2πa2

1− sB0 (s)

m1s2
. (6.46)

Обращение преобразования Лапласа выполняем численно, с помощью ин-
теграла Фурье (1.123), т. е. в выражениях (6.41), (6.43), (6.46) следует поло-
жить s = iζ и произвести интегрирование по безразмерной частоте ζ, решая
для каждого значения ζ задачу о гармонических колебаниях штампа.

Таким образом, если Q(t) = Q exp(iζt), то (в долях Q/(2πa2))

B2k(t) =


sB2k(ζ) exp(iζt) (ζ > 0);

1 (ζ = 0, k = 0);

0 (ζ = 0, k = 1, 2, ...),

(6.47)

где sB2k(ζ) – комплексные коэффициенты.
Приведенное горизонтальное перемещение штампа определяется форму-

лой

Ux(t) =


sUx(ζ) exp(i ζt) =

[
1− sB0 (ζ)

]
exp( iζt)

−m1 ζ b1/2, 1/2(0)
(ζ > 0);

1 (ζ = 0)

(6.48)

в долях статического значения горизонтального перемещения штампа при дей-
ствии статической силы Q :

Ux, st =
Q b1/2, 1/2(0)

2πaµ
, (6.49)

которое с учетом (6.44) принимает вид

Ux, st =
1

8

2− ν
aµ

Q. (6.50)

Отметим, что формула (6.50) совпадает с результатом, приведенным в работе
[100, с. 87–88], где рассматривалась соответствующая статическая задача.
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Нестационарные колебания штампа рассмотрим на численном примере при
действии на штамп внезапно приложенной постоянной силы Q (t) = QH(t),

где H(t) – функция Хевисайда. В этом случае sQ (s) = Q/s. Решая систему
уравнений (6.41) в долях sQ (s)/(2πa2), для обращения преобразования Лапла-
са используем формулу

B2k(t) =
2

π

∞∫
0

Re sUx(ζ)
sin(tζ)

ζ
dζ. (6.51)

Соответствующая формула для перемещений имеет вид

Ux(t) =
2

π

∞∫
0

Re sUx(i ζ)
sin(tζ)

ζ
dζ, (6.52)

где

sUx(i ζ) =

 −
1− sB0(ζ)

m1ζ2 b1/2, 1/2
(ζ > 0);

1 (ζ = 0)

(6.53)

(в долях статического значения Ux, st). Отметим, что интегралы (6.51), (6.52)
могут быть вычислены по методу Файлона по формуле (1.124).

6.1.4 Поворот круглого штампа в вертикальной плоскости

Пусть на штамп в вертикальной плоскости xOz действует момент силы
M(t) (см. рис. 6.2, с. 293), вызывающий поворот штампа (колебания-качания)
относительно горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести штампа
O1. Примем допущение, что горизонтальным перемещением центра тяжести и
касательными контактными напряжениями можно пренебречь. В этом случае
неизвестными величинами будут антисимметричные нормальные контактные
напряжения p (r, ϕ, t) и угол поворота штампа

Ψ(t) =
W (r, ϕ, t)

ax
, (6.54)

где W (r, ϕ, t) – вертикальные перемещения точек подошвы штампа при его
повороте относительно горизонтальной оси.

Контактное условие имеет вид

W (r, ϕ, t) = w (r, ϕ, 0, t) (0 ≤ r ≤ 1; 0 ≤ ϕ ≤ 2π), (6.55)

где w (r, ϕ, 0, t) – вертикальные перемещения границы полупространства.
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Уравнения движения (1.23), выполняя условие (6.55), решаем совместно с
уравнением вращательных колебаний штампа

Jy
c22
a2

d2

dt2
W (r, ϕ, t)

ax
= M(t)−MR(t), (6.56)

гдеMR(t) – момент нормальных контактных напряжений; Jy – момент инерции
штампа относительно горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести
штампа. Для цилиндра

Jy =
π

4
a4

shρ

(
1 +

1

3

sh 2

a2

)
.

Так как неизвестные нормальные контактные напряжения являются анти-
симметричными относительно диаметра штампа, то их можно представить в
виде (6.23). При этом вертикальные перемещения границы полупространства
определяются выражением (6.30). Применяя к уравнению (6.56) преобразова-
ние Лапласа и выполняя условие (6.55), подставляем затем (6.30) в (6.56). В
результате имеем

Jy
c22
a2µ

s2

∞∫
0

s2 α1

F (ξ, s)

'
p (ξ, s) J1 (rξ) ξ dξ = ĎM(s) r − ĎMR(s) r, (6.57)

где
'
p (ξ, s) определяется формулой (6.26), а равнодействующая моментной

реакции дается формулой

ĎMR(s) = 2a3

π/2∫
−π/2

1∫
0

cos2ϕ r2
sp 1(r, s) dr dϕ = πa3

1∫
0

r sp 1(r, s) dr. (6.58)

Далее используем метод ортогональных полиномов. Распределение нор-
мальных контактных напряжений вдоль радиуса будем искать в виде ряда по
нечетным многочленам

∼
P 2k+1(r), ортогональным в круге r ∈ [0, 1], и с выде-

ленной корневой особенностью

p 1(r, t) =
∞∑
k=0

A2k+1(t)

∼
P 2k+1(r)√

1− r2
, (6.59)

где ∫ 1

0

∼
P 2k+1 (r)

∼
P 2n+1 (r)

r dr√
1− r2

= 0, n 6= k, n, k = 0, 1, . . . (6.60)

и A2k+1(t) – неопределенные коэффициенты, зависящие от времени.
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Первый полином выбирается в соответствии с величиной перемещения по-
дошвы жесткого штампа при повороте штампа вокруг горизонтальной оси, т. е.
∼
P 1(r) = r. Второй полином имеет вид

∼
P 3 (r) = r − 5

4
r3.

Нечетные полиномы
∼
P 2k+1(r) были использованы для решения динамиче-

ской контактной задачи В. М. Сеймовым в работах [102,232]. Установим связь
этих полиномов с классическими ортогональными полиномами.

Полагая

∼
P 2k+1 (r) = rP̂k(r2), P̂k(ρ) =

k∑
m=0

a
(m)
2m+1 ρ

k, (6.61)

согласно условию ортогональности (6.60) имеем∫ 1

0

P̂k(ρ) P̂n(ρ)
ρ dρ√
1− ρ

= 0, n 6= k, n, k = 0, 1, . . . . (6.62)

Таким образом, полиномы P̂k(ρ) представляют собой сдвинутые классические
многочлены Якоби с параметрами α = −1/2, β = 1 (см. [249, гл. 7, § 1]), а
именно

P̂k(ρ) = P
(−1/2, 1)
k (2ρ− 1), ρ ∈ (0, 1), (6.63)

где ∫ 1

−1

P
(−1/2, 1)
k (x)P (−1/2, 1)

n (x)
(1 + x)√

1− x
dx = 0,

n 6= k, n, k = 0, 1, . . . .

(6.64)

При этом

P (−1/2, 1)
n (x) =

Γ(n+ 1/2) Γ(n+ 2)

n!2n

n∑
k=0

C k
n (x− 1)n−k(1 + x)k

Γ(n− k + 1/2) Γ(k + 2)
=

=
(n+ 1) Γ(n+ 1/2)

2n

n∑
k=0

C k
n (x− 1)n−k(1 + x)k

Γ(n− k + 1/2)(k + 1)!
,

где C k
n ≡

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
– биномиальные коэффициенты Ньютона [140].

В частности,

P (−1/2, 1)
n (2ρ− 1) = (n+ 1) Γ(n+ 1/2)

n∑
k=0

(−1)n−k
C k
n (1− ρ)n−kρk

Γ(n− k + 1/2)(k + 1)!

и
P (−1/2, 1)
n (−1) = (−1)n(n+ 1).
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Имеем следующие значения рассматриваемых полиномов:

P
(−1/2, 1)

0 (2ρ− 1) = 1;

P
(−1/2, 1)

1 (2ρ− 1) = 2 Γ(3/2)

[
− (1− ρ)

Γ(3/2)
+

ρ

2 Γ(1/2)

]
=

= 2
[
−(1− ρ) +

ρ

4

]
= −2

[
1− 5ρ

4

]
.

Для полиномов P (−1/2, 1)
n (x) с нормировкой

P (−1/2, 1)
n (−1) = (−1)n(n+ 1), (6.65)

справедливы рекуррентные соотношения

2(n+ 1)(n+ 3/2)(2n+ 1/2)P
(−1/2, 1)
n+1 (x) =

= (2n+ 3/2)[(2n+ 5/2)(2n+ 1/2)− 3/4]P (−1/2, 1)
n (x)−

− 2(n− 1/2)(n+ 1)(2n+ 5/2)P
(−1/2, 1)
n−1 (x), n = 1, 2, . . . . (6.66)

Таким образом для полиномов P̂n, представленных в формуле (6.60), по-
лучаем из (6.66) равенства

2(n+ 1)(n+ 3/2)(2n+ 1/2)(−1)n+1(n+ 2) P̂n+1(ρ) =

= (2n+ 3/2)[(2n+ 5/2)(2n+ 1/2)(2ρ− 1)− 3/4](−1)n(n+ 1) P̂n(ρ)−
−2(n− 1/2)(n+ 1)(2n+ 5/2)(−1)n−1n P̂n−1(ρ),

откуда имеем рекуррентные соотношения

P̂n+1(ρ) =
(2n+ 3/2)

(2n+ 3)(n+ 2)(2n+ 1/2)
×

×[(2n+ 5/2)(2n+ 1/2) + 3/4− 2(2n+ 5/2)(2n+ 1/2)ρ] P̂n(ρ)−

− (n− 1/2)(2n+ 5/2)n

(n+ 3/2)(2n+ 1/2)(n+ 2)
P̂n−1(ρ), n = 1, 2, . . . . (6.67)

Таким образом, нечетные полиномы, используемые для представления ан-
тисимметричных нормальных напряжений под штампом на упругом полупро-
странстве при решении неосесимметричной задачи о вращательных колебани-
ях штампа, выражаются через полиномы Якоби P (α,β)

n (x), согласно формулам
(6.61), (6.63) и (6.65), следующим образом:

∼
P 2n+1(r) =

r

(−1)n(n+ 1)
P (−1/2,1)
n (2r2 − 1). (6.68)
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Для рассматриваемых полиномов (6.68) справедливы рекуррентные фор-
мулы

∼
P 2n+3 (r) =

(2n+ 3/2)

(2n+ 3)(n+ 2)(2n+ 1/2)
×

×[(2n+ 5/2)(2n+ 1/2) + 3/4− 2(2n+ 5/2)(2n+ 1/2)r2]
∼
P 2n+1 (r)−

− (n− 1/2)(2n+ 5/2)n

(n+ 3/2)(2n+ 1/2)(n+ 2)

∼
P 2n−1 (r), n = 1, 2, . . . , (6.69)

∼
P 1 (r) = r,

∼
P 3 (r) = r − 5

4
r3.

Для n = 1 из (6.69) имеем равенство

∼
P 5 (r) = r − 7

2
r3 +

21

8
r5.

Аналогичные вычисления дают следующие выражения для многочленов
∼
P 2n+1 (r), n = 3, 4, 5, 6:

∼
P 7 (r) = r − 27

4
r3 +

99

8
r5 − 429

64
r7;

∼
P 9 (r) = r − 11 r3 +

143

4
r5 − 715

16
r7 +

2431

128
r9;

∼
P 11 (r) = r − 65

4
r3 +

325

4
r5 − 11050

64
r7+

+
20995

128
r9 − 29393

512
r11;

∼
P 13 (r) = r − 45

2
r3 +

1275

8
r5 − 8075

16
r7 +

101745

128
r9−

−156009

256
r11 +

185725

1024
r13.

(6.70)

Графики ортогональных полиномов
∼
P 2n+1 (r), n = 0, 1, . . . , 6 на радиальном

отрезке [0, 1] представлены на рис. 6.3.
Ниже при решении задач использованы следующие равенства:

разложение функции Бесселя J1(·) в ряд по многочленам
∼
P 2n+1 (r)

J1(rξ) =

√
π

2 ξ

∞∑
n=0

(4n+ 3)(2n+ 1)!!

εn4n
J2n+3/2(ξ)

∼
P 2n+1 (r),

0 ≤ r ≤ 1,

(6.71)

где ε0 = 2; εn = 1, n ≥ 1;
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Рис. 6.3. Графики ортогональных полиномов
∼
P 2n+1 (r), n = 0, 1 . . . 6

и значение интеграла

1∫
0

∼
P 2n+1 (r)√

1− r2
rJ1(ξr) dr =

n!

22n

√
π

2 ξ
J2n+3/2(ξ). (6.72)

Справедливость последнего можно установить путем подстановки многочлена
∼
P 2k+1 (r) и последовательного использования формулы

1∫
0

r2n+1√
1− r2

r J1(rξ) dr =
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=

√
π

2
(2)n

(
2

ξ

)n+1/2 n∑
m=0

(−1)m

(2)m

(
n

m

)(
ξ

2

)m
Jn+m+3/2 (ξ) , (6.73)

где

(x)n =

{
1, n = 0;

x (x+ 1) (x+ 2) . . . (x+ n− 1) , n > 1.

В задачах динамики фундаментов обычно ограничиваются первым членом
ряда (6.59), который дает решение статической задачи, например в [117] – при
действии на штамп момента. Для практических расчетов при динамических
воздействиях по представленным ниже методикам в разложении (6.59) доста-
точно использовать не более 3–4 членов ряда.

Возвратимся к рассмотрению уравнения (6.57). При подстановке разложе-
ния (6.59) в равенство (6.58) получаем соотношение

ĎMR(s) =
2

3
π a3

sA1(s), (6.74)

которое означает, что суммарный момент от нормальных контактных напряже-
ний определяется первым членом ряда в разложении (6.59), а каждый после-
дующий член уточняет теоретическую эпюру контактных напряжений, но дает
нулевое значение суммарного момента, что следует из условия ортогонально-
сти (6.60) многочленов

∼
P 2k+1. Подставляя равенство (6.74) в уравнение (6.57),

после элементарных преобразований получаем

sA1(s) r +
2

π
jy s

2

∞∫
0

s2α1

F (ξ, s)

'
p 1 (ξ, s) ξ J1(ξ) dξ =

3 ĎM(s)

2πa3
r (0 ≤ r ≤ 1),

(6.75)
где величина

jy =
3

4

Jy
a5 ρ0

(6.76)

представляет собой приведенный момент инерции массивного цилиндра при
повороте его относительно горизонтальной оси, проходящей через центр тя-
жести, от действия моментом, приложенным в диаметральной плоскости, пер-
пендикулярной этой оси.

Для цилиндрического круглого штампа jy=
3

8
πm1

(
1+

1

3

sh2

a2

)
.

Из представления (6.59), согласно определению функции
'
p 1(ξ, s), имеем

равенство
'
p 1(ξ, s) =

∞∑
k=0

sA2k+1(s)

∞∫
0

∼
P 2k+1(r)√

1− r2
r J1(rξ) dr. (6.77)

При этом из (6.77) и равенства (6.72) следует, что искомое преобразование
Ханкеля простым образом выражается через функции Бесселя полуцелого ин-
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декса
'
p 1(ξ, s) =

√
π

2 ξ

∞∑
k=0

k!

4k
sA2k+1(s) J2k+3/2(ξ). (6.78)

Для коэффициентов sA2k+1(s) имеем из (6.75) и (6.78) уравнение

sA1(s) r +
2

π
jy s

2
∞∑
k=0

k!

4k
sA2k+1(s)×

×
∞∫

0

s2 α1

F (ξ, s)

√
π

2 ξ
J2k+3/2(ξ) ξ J1(ξ) dξ =

3 ĎM(s)

2πa3
r,

(6.79)

которое должно удовлетворяться при любом значении r ∈ [0, 1]. Чтобы вы-
полнить данное условие, разложим левую часть уравнения (6.79) в ряд по
многочленам

∼
P 2n+1(r). На основании разложения (6.71) получаем

J1(rξ) =

√
π

2 ξ

[
3

2
J3/2(ξ) r+

+

∞∑
n=1

4n+ 3

4n
(2n+ 1)!! J2n+3/2(ξ)

∼
P 2n+1(r)

]
(0 ≤ r ≤ 1) (6.80)

или

J1(rξ) =
3

2
j1(ξ) r+

∞∑
n=1

4n+ 3

4n
(2n+ 1)!! j 2n+1(ξ)

∼
P 2n+1(r) (0 ≤ r ≤ 1).

(6.81)
Таким образом, все дальнейшие формулы могут быть выражены также через
сферические функции Бесселя 1-го рода

jn(z) =
√
π/(2z) Jn+1/2(z).

Подставляя разложение (6.80) в (6.79), получаем

sA1(s) r + jy s
2
∞∑
k=0

∞∑
n=0

sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+3/2(s)
∼
P 2n+1(r) =

=
3 ĎM(s)

2πa3
r (0 ≤ r ≤ 1). (6.82)

где коэффициенты

a2k+3/2,3/2(s) =
3

2

k !

2 2k

∞∫
0

s2 α1

F (ξ, s)
J2k+3/2(ξ) J3/2(ξ) dξ (k ≥ 0), (6.83)
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a2k+3/2, 2n+3/2(s) =
k ! (4n+ 3)

2 2(n+k)
(2n+ 1)!!×

×
∞∫

0

s2 α1

F (ξ, s)
J2k+3/2(ξ) J2n+3/2(ξ) dξ (n ≥ 1; k ≥ 0). (6.84)

Приравнивая в уравнении (6.82) коэффициенты при многочленах
∼
P 2n+1(r)

одинаковых порядков, получаем бесконечную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений для изображений Лапласа sA2k+1(s) искомых функций
A2k+1(t):

sA1(s) + jy s
2
∞∑
k=0

sA2k+1(s) a2k+3/2,3/2(s) =
3 ĎM(s)

2πa3
;

∞∑
k=0

sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+3/2(s) = 0 (n = 1, 2, . . .).

(6.85)

Из бесконечной системы линейных алгебраических уравнений (6.85) мето-
дом усечения вычисляются коэффициенты sA2k+1(s) разложения (6.59).

После определения коэффициентов sA2k+1(s) находим угол поворота штам-
па из уравнения (6.56). В изображениях Лапласа, с учетом равенства (6.74),
имеем выражение

sΨ(s) =
π

2

1

µ

1

jy s2

[
3 ĎM(s)

2πa3
− sA1(s)

]
. (6.86)

Интеграл (6.84) приведен к виду, удобному для вычислений:

a2k+3/2, 2n+3/2(s) = (−1) k+n 2

π

k! (4n+ 3)

εn 22(n+k)
(2n+ 1)!!×

×

[
−π
√
η2

1 − β2

F ′(η1)
I2k+3/2(sη1)K2n+3/2(sη1)+

+

β∫
0

√
β2 − η2

F (η)
I2k+3/2(sη)K2n+3/2(sη) dη+

(6.87)

+4

1∫
β

η2
(
η2 − β2

) √
1− η2

F (η) f(η)
I2k+3/2(sη)K2n+3/2(sη) dη

 (k ≥ n),

где ε0 = 2 и εn = 1 при n ≥ 1.
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Рассмотрим действие момента M(t) = M exp (iζt), вызывающего гармо-
нические колебания. В этом случае будем иметь (в долях 3M/(2πa3))

A2k+1(t) =


sA2k+1(ζ) exp(iζt) (ζ > 0);

1 (ζ = 0, k = 0);

0 (ζ = 0, k = 1, 2, . . .),

(6.88)

где sA2k+1(ζ) – комплексные коэффициенты, определенные из системы уравне-
ний (6.85) при s = iζ и свободном члене, равным единице. Для действительной
и мнимой частей коэффициентов (6.87) имеем выражения{

Re

Im

}
a2k+3/2, 2n+3/2(ζ) = −k ! (4n+ 3)

εn 2 2(n+k)
(2n+ 1)!!×

×

[
−π
√
η2

1 − β2

F ′(η1)
J2k+3/2(ζη1)

{
N2n+3/2(ζη1)

J2n+3/2(ζη1)

}
+

+

β∫
0

√
β2 − η2

F (η)
J2k+3/2(ζη)

{
N2n+3/2(ζη)

J2n+3/2(ζη)

}
dη+

(6.89)

+4

1∫
β

η2
(
η2 − β2

) √
1− η2

F (η) f(η)
J2k+3/2(ζη)

{
N2n+3/2(ζη)

J2n+3/2(ζη)

}
dη

]
, (k ≥ n).

Здесь следует отметить равенства

a2n+3/2, 2n+3/2(0) =


n!

εn 2 4n
(2n+ 1)!! (1− ν), k ≤ n;

0, k > n.

(6.90)

Для угла поворота, обезразмеренного статическим его значением

Ψst =
3

4

M

a3µ
a3/2, 3/2(0),

согласно формуле (6.86), получим

sΨ(ζ) =


− 1

jy

1− sA 1(ζ)

ζ2 a3/2, 3/2(0)
(ζ > 0);

1 (ζ = 0).

(6.91)
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С учетом (6.90) при n = k = 0

Ψst =
3

8

M

a3µ
(1− ν).

Это значение совпадает с результатом, приведенным в монографии [275,
(62.15)], где рассматривалась статическая задача о действии момента на круг-
лый штамп.

Из бесконечной системы линейных алгебраических уравнений (6.85) после
замены s = iζ методом усечения вычисляются коэффициенты sA2k+1(ζ), нахо-
дятся реакции, перемещения и контактные напряжения.

6.1.5 Горизонтально-вращательные колебания круглого штам-
па

В статье В. М. Сеймова с соавт. [232], на основе которой написан данный
пункт, рассмотрены связанные горизонтально-вращательные установившиеся
и нестационарные колебания круглого штампа на упругом инерционном полу-
пространстве при действии горизонтальной силы или момента в вертикальной
плоскости. Решение контактной задачи базируется на использовании для пред-
ставления касательных и нормальных контактных напряжений рядов по орто-
гональным в области круга многочленами с коэффициентами, зависящими от
времени. Задача в области изображений Лапласа методом ортогональных по-
линомов сведена к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений.
На числовых примерах показан ряд закономерностей изменения реакции и пе-
ремещения штампа в частотной области и во времени в зависимости от массы
штампа. Показано качественное различие расчетных резонансных кривых для
горизонтального воздействия при учете поворота штампа и без его учета.

Статья S.-S. Chen с соавт. [334] посвящена анализу реакции системы круг-
лый фундамент-грунт при действии горизонтальной и моментной нагрузок
на фундамент. С помощью разработанного программного обеспечения про-
веден безразмерный анализ для исследования доминирующих параметров ре-
акции фундамента: коэффициент Пуассона основания, относительная толщи-
на, безразмерная частота, относительная масса. Результаты свидетельствуют,
что для массивных фундаментов необходимо рассматривать связанные гори-
зонтально-вращательные колебания. Значение коэффициента Пуассона грун-
та оказывает ограниченное влияние на реакцию в горизонтальном направле-
нии. По мнению авторов, предложенные аналитические решения обеспечивают
адекватную оценку для практического анализа колебаний фундаментов ма-
шин.

Пусть на круглый в плане жесткий штамп, расположенный на границе упру-
гого полупространства, действуют нагрузки в виде горизонтальной силы Q(t)

или момента в вертикальной плоскости M(t) (см. рис. 6.2, с. 293). Будем ис-
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кать однонаправленные касательные τ(r, t) и антисимметричные относительно
диаметра нормальные p (r, ϕ, t) контактные напряжения, а также горизонталь-
ные перемещения подошвы штампа Ux(t) и угол поворота Ψ(t).

Уравнения связанных горизонтально-вращательных колебаний круглого
штампа можно записать в виде системы двух уравнений

2πaµm1
d2Ux(t)

dt2
=
(

1 + hn0

)
[Q(t)−QR(t)]− 2

a
n0[M(t)−MR(t)]; (6.92)

4

3
a3µjy

d 2Ψ(t)

dt2
= −

sh

2

[
Q(t)−QR(t)

]
+M(t)−MR(t), (6.93)

где Qr(t) и Mr(t) – равнодействующая касательных напряжений τx(r, t) и рав-
нодействующий момент нормальных напряжений p (r, ϕ, t).

Неизвестные контактные напряжения ищем в виде разложений по много-
членам, ортогональным в области круга. Для однонаправленных касательных
напряжений используем преобразованные четные полиномы Лежандра (6.36)
(см. пункт 6.1.3) а для антисимметричных нормальных напряжений использу-
ем специально подобранные нечетные полиномы (6.59) (см. пункт 6.1.4).

Неизвестные коэффициенты B2k(t) и A2k+1(t) в разложениях (6.36) и
(6.59) находятся из решения динамической контактной задачи. Отметим, что
равнодействующие реакции определяются первыми членами этих рядов, а
именно

QR(t) = 2πa2B0(t), MR(t) =
2

3
πa3A1(t). (6.94)

Уравнения (6.92) и (6.93) необходимо решать совместно с уравнениями
движения упругого полупространства (6.1), которые записаны в цилиндриче-
ских координатах для изображений Лапласа по времени.

Суммируем горизонтальные и вертикальные перемещения от касательной
(индекс τ) и вертикальной (индекс p) нагрузок

sux(r, 0, s) = sux(r, 0, s)τ + sux(r, 0, s)p ; (6.95)

sw(r, ϕ, 0, s) = sw(r, ϕ, 0, s)τ + sw(r, ϕ, 0, s)p . (6.96)

Выражения для трансформант Лапласа искомых перемещений по результатам
п. 6.1.3 и п. 6.1.4 записываются в виде

sux(r, 0, s) =
a

µ

α∑
k=0

∞∑
n=0

[
sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s)−

− sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+1/2(s)
]
P2n

√
1− r2; (6.97)

sw(r, ϕ, 0, s) =
π

2

a

µ

∞∑
k=0

∞∑
n=0

[
− sB2k(s) b2k+1/2, 2n+3/2(s)+

+ sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+3/2(s)
] ∼
P 2n+1 (r) cosϕ, (6.98)
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где

b2k+1/2, 2n+1/2(s) =
Γ(k + 1/2) Γ(n+ 1/2)(2n+ 1/2)

2Γ(k + 1) Γ(n+ 1)
×

×
∞∫

0

s2
√
ξ2 + s2

F (ξ, s)
+

1√
ξ2 + s2

 J2k+1/2(ξ) J2n+3/2(ξ) dξ;

(6.99)

a2k+3/2, 2n+1/2(s) =

√
π

2

Γ(k + 1) Γ(n+ 1/2)(2n+ 1/2)

2 2kΓ(n+ 1)
×

×
∞∫

0

ξ
χ− 2α1α2

F (ξ, s)
J2k+1/2(ξ) J2n+3/2(ξ) dξ;

(6.100)

b2k+1/2, 2n+3/2(s) =
Γ(k + 1/2)(2n+ 1)!!(4n+ 3)

2 2π
√
πεnΓ(k + 1)

×

×
∞∫

0

ξ
χ− 2α1α2

F (ξ, s)
J2k+1/2(ξ) J2n+3/2(ξ) dξ;

(6.101)

a2k+3/2, 2n+3/2(s) =
Γ(k + 1) Γ(2n+ 1)!!(4n+ 3)

2 2(n+k)εn
×

×
∞∫

0

ξ
s2
√
ε2 + β2s2

F (ξ, s)
J2k+3/2(ξ) J2n+3/2(ξ)dξ.

(6.102)

При решении контактной задачи необходимо соблюсти равенство горизон-
тальных и вертикальных перемещений штампа и границы основания

sUx(r, s) = sux(r, 0, s), ĎW (r, ϕ, s) = sw(r, ϕ, 0, s), (6.103)

где 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Заметим, что угол поворота жесткого штампа
относительно диаметра равен

sΨ(s) =
ĎW (r, ϕ, s)

a r cosϕ
. (6.104)

Удовлетворяя условиям (6.103), подставляем выражения для перемещений
(6.97) и (6.98) (с учетом (6.104)) в уравнения (6.92) и (6.93), а также учиты-
ваем выражения для реакций (6.94). Приравнивая в полученных выражениях
коэффициенты при многочленах одинаковых порядков, сводим задачу к беско-
нечной системе линейных алгебраических уравнений (в области изображений
Лапласа)
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(
1 + hn0

)
sB0(s)− 2

3
n0

sA1(s) +m1s
2
∞∑
k=0

[
sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s)−

− sA2k+1(s) a2k+3/2, 1/2(s)
]

= sD0(s);

∞∑
k=0

[ sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s)−

− sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+1/2(s)] = 0 (n = 1, 2, . . .); (6.105)

−3

2
h sB0(s) + sA1(s) + jys

2
∞∑
k=0

[
− sB2k(s) b2k+1/2,3/2(s)+

+ sA2k+1(s) a2k+3/2,3/2(s)
]

= sD1(s);

∞∑
k=0

[
− sB2k(s) b2k+1/2, 2n+3/2(s)+

+ sA2k+1(s) a2k+3/2, 2n+3/2(s)
]

= 0 (n = 1, 2, . . .),

где введены функции

sD0(s) =

(
1 + hn0

)
sQ(s)

2πa2
− 2

3
n0

3 ĎM(s)

2πa3
;

sD1(s) = −3

2
h

sQ(s)

2πa2
+

3 ĎM(s)

2πa3
.

(6.106)

Перемещения штампа и угол поворота находим в изображениях по Лапласу
из выражений (6.92) и (6.93). Таким образом получаем

sUx(s) =
a

µ

1

m1s2

[
sD0(s)−

(
1 + hn0

)
sB0(s) +

2

3
n0

sA1(s)

]
;

Ψ(s) =
π

2

1

µ

1

jys2

[
sD0(s) +

3

2
h sB0(s)− sA1(s)

]
. (6.107)

Рассмотрим результаты расчетов, проведенных при следующих значениях
параметров: коэффициент Пуассона ν = 0,3 , отношение плотностей материа-
лов штампа и основания ρ/ρh = 1,4.

Резонансные кривые для модулей коэффициентов | sB0(ζ)| и | sA1(ζ)| (в до-
ляхQ/2πa2), определяющих равнодействующие реакций (6.94) при гармониче-
ских колебаниях штампа под действием периодической горизонтальной силы
Q(t) = Q exp(iζt), приведены на рис. 6.4. Здесь показаны кривые для горизон-
тальной реакции | sB0(ζ)| при горизонтально-вращательных колебаниях штампа
и то же – при горизонтальных колебаниях (без учета вращения), а также для
моментной реакции | sA1(ζ)|.
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Рис. 6.4. Модули коэффициентов
sB0(ζ) и sA1(ζ) при действии на
штамп (h = 1) горизонтальной си-
лы

Сравнение приведенных кривых по-
казывает, что учет вращательных коле-
баний существенно влияет на ампли-
тудно-частотные характеристики круг-
лого штампа: изменяются максималь-
ная амплитуда и соответствующая ей
частота, обнаруживается второй мак-
симум амплитуды и локальный мини-
мум между ними. Это явление подтвер-
ждается экспериментальными данны-
ми.

В опытах, поставленных Конди-
ным [221, 222], описан следующий эф-
фект. При действии на массивный
фундамент горизонтальной гармони-
ческой нагрузки горизонтально-враща-
тельные колебания происходят с изме-
нением радиуса поворота на опреде-
ленной частоте, по-видимому, сопро-
вождающееся сложным поведением го-
ризонтальной реакции с изменением
частоты вынужденных колебаний. Дан-
ный эффект проявляется при расчетах
по модели упругого полупространства
и не выявляется при расчетах с приме-
нением упрощенных моделей.

На рис. 6.5 приведены резонансные
кривые для модуля горизонтального перемещения подошвы штампа |sUx(ζ)| (в
долях статистического значения Ux,cm = (2 − ν)Q/(8aµ) ) при h/a = 0,5

и h/a = 1,0. Здесь видна характерная зависимость амплитудно-частотных
характеристик штампа от его массы и момента инерции.

Обращение преобразования Лапласа проводим численно, с помощью инте-
грала Фурье по переменной ζ = −is, используя формулу Файлона (1.124) (см.
с. 43).

Несобственные интегралы в выражениях (6.43) и (6.83), (6.84) с помощью
интегрирования в комплексной плоскости сводятся к интегралам в конечных
пределах и к рядам. Нестационарные колебания штампа иллюстрируют гра-
фики на рис. 6.6, 6.7. На рис. 6.6 показано изменение во времени угла по-
ворота штампа Ψ(t) (с нормировкой по статическому значению Ψst = 3(1 −
− 2ν)Q/(16πa2µ) ) при действии на штамп внезапно приложенной постоянной
силы Q(t) = QH(t), где H(t) – функция Хевисайда. Кривые соответствует
значениям параметра h/a = 0,5 и h/a = 1,0. Виден переходной процесс коле-
баний: от нулевого значения угла поворота до его статической величины.
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Рис. 6.5. Модуль горизон-
тального перемещения по-
дошвы штампа sUx(ζ)

Рис. 6.6. Угол поворота
штампа при действии на
штамп разной высоты силы
QH(t)

Результаты расчета нестационарных колебаний штампа при действии мо-
мента M(t) = MH(t), а именно – горизонтальное перемещение подошвы
штампа (в долях Ux,st = 3(1 − 2ν)M/(16πa2µ) ) при h/a = 0,5 и h/a = 1,0

показаны на рис. 6.7.

Рис. 6.7. Угол поворота при дей-
ствии на штамп момента M H(t)

Особенности движения штампа
при действии рассмотренных неста-
ционарных нагрузок заключаются в
следующем.

В случае приложения горизонталь-
ной силы у подошвы штампа горизон-
тальное перемещение подошвы остает-
ся положительным (направлено по оси
Ox, а угол поворота сначала отрица-
тельный (против часовой стрелки), за-
тем Ψ принимает положительные зна-
чения.

При действии момента M H(t) го-
ризонтальное перемещение подошвы
является знакопеременным: в начале
движения оно отрицательное (направ-
лено против оси Ox), а затем стано-
вится положительным. Максимальное
значение угла поворота штампа возрас-
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тает при увеличении высоты штампа, при этом стабилизация происходит мед-
леннее.

Кроме анализа перемещений штампа, представленная методика и соответ-
ствующая компьютерная программа позволяют исследовать трансформации
во времени эпюр нормальных и касательных контактных напряжений.

6.2 Колебания цилиндра в слое жидкости на упругом полупро-
странстве

Известные методы решения задач о колебаниях конструкций учитыва-
ют взаимодействие с жидкостью при низкочастотных периодических нагруз-
ках [107,288,301,379] или взаимодействие с основанием [112]. В данном пара-
графе предлагается подход, включающий в себя исследование нестационарных
процессов взаимодействия конструкции как с водной средой, так и с подсти-
лающим деформируемым основанием.

Методика и результаты решения задачи о колебаниях круглого в плане
штампа на упругом полупространстве при действии горизонтальных и момент-
ных нагрузок, приведенные в предыдущем параграфе, дают возможность рас-
сматривать задачи динамики и сейсмостойкости осесимметричных сооруже-
ний с учетом взаимодействия сооружения с упругим основанием через подош-
ву круглого фундамента [123,264].

Движение упругого полупространства и слоя жидкости описывается вол-
новыми уравнениями. В полуограниченной среде от источника возбуждения,
которым может быть колеблющееся под действием заданной динамической на-
грузки тело, распространяются на бесконечность несущие энергию волны, что
обуславливает затухание колебаний при прекращении действия нагрузки. Если
таким телом является вертикально расположенный в слое жидкости жесткий
или упругий цилиндр, опирающийся на инерционное деформируемое (упру-
гое) полупространство, то возникает необходимость в решении в общем слу-
чае нестационарной контактной задачи для системы цилиндр-слой жидкости-
упругое полупространство. Ее решение позволяет установить физические за-
кономерности изменения во времени перемещений и напряжений в цилиндре,
гидродинамического давления, напряжений по контакту с основанием в зависи-
мости от характера динамической нагрузки, инерционных и деформационных
свойств цилиндра и его основания, а также высоты слоя жидкости. Такого
рода задачи представляют интерес, например, при исследованиях и расчетах
колебаний морских платформ гравитационного типа под действием силовых
(волновых, ледовых) и кинематических (сейсмических) нагрузок.

В качестве расчетной схемы применительно к морской платформе рассмат-
ривается конструкция в виде вертикального жесткого или упругого цилиндра,
защемленного в жесткой фундаментной плите кругового сечения, расположен-
ной на границе упругого полупространства под слоем жидкости (рис. 6.8).
Предполагается, что указанная конструкция подвергается наиболее опасным
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горизонтальным динамическим воздействиям. Показанная на рис. 6.8 форма
эпюры гидродинамического давления pв(sr, sz, ϕ) носит иллюстративный харак-
тер.

Ниже рассматриваются конкрет-

Рис. 6.8. Цилиндр в слое жидкости на
упругом полупространстве

ные задачи динамического взаимо-
действия цилиндрических конструк-
ций с жидкой и твердой среда-
ми. Эти относительно простые мо-
дельные задачи позволяют выявить
основные эффекты, которые могут
представлять интерес для проекти-
ровщиков морских платформ.

Применительно к вопросам
расчета морской платформы грави-
тационного типа получено решение
пространственной динамической
контактной задачи для жесткого
и упругого цилиндра, взаимодей-
ствующего со слоем сжимаемой
жидкости (решение методом коллокаций) и упругим полупространством
(методом ортогональных полиномов) при горизонтальных колебаниях.

В пункте 6.2.1 рассмотрена вспомогательная задача о гидродинамическом
давлении слоя жидкости на цилиндр. Далее задача о колебаниях цилиндра
рассматривается с учетом взаимодействия опоры с упругим основанием. Вы-
полнен численный анализ горизонтальных колебаний цилиндра при гармо-
нических и нестационарных нагрузках. Установлены закономерности измене-
ния во времени перемещений и гидродинамического давления на цилиндр. В
пункте 6.2.2 проведен анализ искомых функций при вариациях независимых
параметров: массы цилиндра, высоты слоя жидкости и радиуса цилиндра.
Показано, что эффекты взаимодействия цилиндра с упругим полупростран-
ством и слоем жидкости играют существенную роль при расчетах конструк-
ций (морских гравитационных платформ) на нестационарные воздействия. В
пункте 6.2.3 представлена методика решения задачи в случае учета изгибных
колебаний цилиндра в слое жидкости на упругом полупространстве и исследо-
ваны соответствующие эффекты [231].

6.2.1 Горизонтальные колебания жесткого цилиндра в слое
жидкости на жестком основании

Рассмотрим здесь задачу по определению гидродинамического давления
на вертикальный цилиндр в слое жидкости, когда основание цилиндра являет-
ся жестким. Пусть цилиндр, радиус которого r0 равен радиусу фундаментной
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плиты a, движется горизонтально в слое жидкости высотой H по произволь-
ному закону Ux(t) (см. рис. 6.8).

Начальное и граничные условия для уравнения (1.4) с оператором (1.9)
имеют следующий вид:
нулевое давление на поверхности жидкости

∂ Φ

∂ st
= 0, z = 0; (6.108)

вертикальная скорость жидкости равна нулю

∂ Φ

∂z
= 0, z = H; (6.109)

условие равенства скорости цилиндра горизонтальной составляющей скорости
жидкости по боковой поверхности цилиндра, направленной по оси Ox

∂ Φ ∗

∂r

∣∣∣∣
r=r0

=
dUx(st )

dst
, 0 ≤ z ≤ H. (6.110)

При этом справедливо разложение искомой функции по угловой координа-
те:

Φ (r, ϕ, z,st ) = Φ ∗(r, z,st ) cosϕ. (6.111)

Последнее выражение подставляем в уравнение (1.4) с оператором (1.9) и
выполняем преобразование Лапласа по переменной st при нулевых начальных
условиях с параметром преобразования p:

d 2
sΦ ∗

dr 2
+

1

r

d sΦ ∗

dr
− 1

r 2
sΦ ∗ +

d 2
sΦ ∗

dz 2
− p 2

c 2
0

sΦ ∗ = 0. (6.112)

После применения преобразования Ханкеля (1.138)–(1.142) для значения
υ=1 к уравнению (6.112) получаем

∞∫
r0

(
d 2

sΦ ∗

dr2
+

1

r

d sΦ ∗

dr
− 1

r2
sΦ ∗
)
C1(r, ξ) r dr+

+
d 2

'
Φ ∗

dz2
− p 2

c20

'
Φ ∗= 0.

(6.113)

Тогда, после двукратного интегрирования по частям в соотношении (6.113),
учитывая свойства ядра (1.141) и (1.142), имеем

d 2
'
Φ ∗

dz2
−
(
ξ2 +

p 2

c 2
0

) '
Φ ∗= r0 C1(r0 ξ)

d
'
Φ ∗

dr

∣∣∣∣
r=r0

, (6.114)
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где
'
Φ ∗ (ξ, z, p) =

∞∫
r0

sΦ ∗(r, z, p)C1(r, ξ) r dr (6.115)

является изображением по Лапласу и Ханкелю функции Φ ∗(r, z,st ).
Далее к граничному условию (6.110) применяем преобразование Лапласа

и результат подставляем в уравнение (6.114):

d 2
'
Φ ∗

dz2
−
(
ξ2 +

p 2

c 2
0

) '
Φ ∗ = r0C1(r0 ξ) p sUx(p). (6.116)

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям (6.108) и (6.109),
имеет вид

'
Φ ∗(ξ, z, p) = r0 p sUx(p)

C1(r0 ξ)

α2

{
cosh[α(H − z)]

cosh(αH)
− 1

}
, (6.117)

где α =
√
ξ2 + p 2/c20.

Применяя формулу обращения преобразования Ханкеля (1.139), получаем
искомую функцию (в изображениях Лапласа) для потенциала скорости жид-
кости:

sΦ ∗(r, z, p) = r0 p sUx(p)×

×
∞∫

0

C1(r0 ξ)

α2

{
cosh[α(H − z)]

cosh(αH)
− 1

}
C1(r, ξ) ξ dξ. (6.118)

Учитывая, что гидродинамическое давление в жидкости определяется зависи-
мостями

pв(r, ϕ, z,st ) = −ρв
∂Φ

∂st
, p ∗в (r, z,st ) = −ρв

∂Φ ∗

∂st
, (6.119)

где ρв – плотность жидкости, получаем следующее выражение для его опре-
деления (в изображениях Лапласа):

sp ∗в (r, z, p) = r0 ρв p
2

sUx(p)×

×
∞∫

0

C1(r0 ξ)

α2

{
cosh[α(H − z)]

cosh(αH)
− 1

}
C1(r, ξ) ξ dξ.

(6.120)

Заметим, что spв(r, ϕ, z, p)= sp ∗в (r, z, p) cosϕ. Тогда равнодействующая гидро-
динамического давления на цилиндр в проекции на ось x определится инте-
гралом

sQH(r0, H, p) = r0

H∫
0

2π∫
0

sp ∗в (r0, z, p) cos2ϕdϕdz. (6.121)
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Подставляя соотношение (6.120) в (6.121) и выполняя интегрирование, имеем

sQH(r0, H, p) = −π r0 ρв p
2

sUx(p)×

×
∞∫

0

C 2
1 (r0 ξ)

α2

(
th(Hα)

α
−H

)
ξdξ.

(6.122)

Далее найдем момент гидродинамического давления на цилиндр относительно
оси, расположенной у нижнего конца цилиндра. При интегрировании по вер-
тикальной координате введем переменную z

′
=H−z. Тогда искомый момент

определится интегралом

ĎMH(r0, p) = −r0

H∫
0

2π∫
0

sp ∗в (r0, z
′
, p) z

′
cos2ϕdϕdz

′
. (6.123)

После подстановки соотношения (6.120) в формулу (6.123) и интегрирования
получаем

ĎMH(r0, p ) = −π r0 ρв p
2

sUx(p )

∞∫
0

C 2
1 (r0 ξ)

α2
×

×
{

1

α2

[
Hα sinh(Hα) + 1

cosh(Hα)
− 1

]
− 1

2
H2

}
ξ dξ.

(6.124)

Формулы (6.122) и (6.124) являются необходимыми для решения задачи о
взаимодействии цилиндра с основанием.

6.2.2 Жесткий цилиндр на упругом полупространстве под сло-
ем жидкости при горизонтальных колебаниях

Пусть жесткий цилиндр защемлен нижним концом в жесткой фундамент-
ной плите радиуса a и высоты sh (см. рис. 6.8, с. 313), расположенной под
слоем жидкости на границе с упругим полупространством, и под действием
заданной горизонтальной нагрузки совершает только горизонтальные колеба-
ния. Отметим, что угловые и связанные горизонтально-вращательные коле-
бания могут быть рассмотрены отдельно. Неизвестными в рассматриваемой
задаче являются горизонтальное перемещение цилиндра вместе с фундамен-
том Ux(t), гидродинамическое давление на боковую поверхность цилиндра и
фундамента pв(r0, ϕ, z, t), однонаправленные касательные напряжения по кон-
такту круглой фундаментной плиты с основанием τx(r, t).

При решении задачи сделаем следующие допущения:
1) считаем, что sh� sH ( sH≈ l) и влияние на суммарное гидродинамическое

давление различия диаметров a и r0 является малым;
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2) предполагаем, что взаимодействие слоя жидкости с упругим полупро-
странством происходит через фундаментную плиту, несущую цилиндр, а верти-
кальные составляющие скорости жидкости на границе слоя жидкости и упру-
гого полупространства малы.

Ограничение, накладываемое допущением 2, может быть устранено путем
учета соответствующей составляющей скорости жидкости.

Рассматриваемая конструкция (цилиндр-фундамент) взаимодействует с
двумя средами: слоем жидкости и упругим полупространством. Поэтому необ-
ходимо решать совместно уравнения движения для слоя жидкости (1.9), упру-
гого полупространства и фундамента с цилиндром. Последнее уравнение имеет
вид

M
d2Ux(t)

dt2
= Q(t)−QH(r0, H, t)−QR(t), (6.125)

где Ux(t) – горизонтальное перемещение системы цилиндр-фундамент; пара-
метр Q(t) является заданной горизонтальной силой (например, равнодейству-
ющей волнового давления или ледовой динамической нагрузки). В случае сей-
смического горизонтального воздействия имеем

Q(t) = −Mgcfx(t), (6.126)

где M – масса цилиндра вместе с фундаментом; fx(t) – нормированное го-
ризонтальное ускорение площадки (акселерограмма) при отсутствии сооруже-
ния; gc – характерное ускорение акселерограммы. Параметр QH(r0, H, t) – рав-
нодействующая гидродинамического давления на цилиндр, определенная для
изображения Лапласа выражением (6.122); QR(t) – равнодействующая каса-
тельных напряжений τx(r, t) по контакту фундамента с основанием.

Уравнение (6.125) необходимо решать совместно с уравнениями движения
для упругого полупространства. Решение подобной задачи, но при отсутствии
гидродинамической нагрузки QH(r0, H, t), получено в работе [232]. Ниже при-
ведем решение с учетом этой нагрузки.

Контактные напряжения τx(r, t) будем искать в виде ряда (6.36). В этом
случае равнодействующая однонаправленных касательных напряжений опре-
деляется через первый коэффициент разложения:

QR(t) = 2πa2B0(t). (6.127)

Горизонтальные перемещения в направлении оси x границы упругого полупро-
странства от нагрузки (6.36) находятся (в изображениях Лапласа) из выраже-
ния

sux(r, 0, s)=
a

2µ

∞∫
0

[
s2
√
ξ2+s2

F (ξ, s)
+

1√
ξ2+s2

]
'
τ x(ξ, s) ξ J0(rξ) dξ, (6.128)
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где
'
τ x(ξ, s) – двойное преобразование Лапласа и Ханкеля нулевого порядка

функции (6.36), которое представляется формулой (6.37).
С целью удовлетворения контактному условию

Ux(t) = ux(r, 0, t), 0 ≤ r ≤ 1 (6.129)

разложим выражение (6.128), используя представление (6.40), в ряд по мно-
гочленам P2n(

√
1−r2). В результате имеем равенство

sux(r, 0, s) =
a

µ

∞∑
k=0

∞∑
n=0

sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s)P2n(
√

1− r2), (6.130)

где коэффициенты b2k+1/2, 2n+1/2(s) определяются формулой (6.43).
Рассмотрим уравнение (6.125). Применим к нему преобразование Лапласа

по безразмерному времени t. Тогда, с учетом выражения (6.127), получаем

m0
µ

a
s2

sUx(s) +
sQH(r0, H, s)

2πa2
+ sB0(s) =

sQ(s)

2πa2
, (6.131)

где m0 – приведенная масса цилиндра вместе с фундаментом

m0 =
M

2πa3ρh
. (6.132)

Выражение для равнодействующей гидродинамического давления (6.122) в
безразмерных переменных примет вид

sQH(r0, H, s) = π µa r2
0 s

2 ρв
ρh

sUx(s) I1(r0, H, s), (6.133)

где

I1(r0, H, s) = −H
∞∫

0

C2
1 (r0ξ)

α2

[
th(Hα)

Hα
− 1

]
ξdξ (6.134)

и
α=

√
ξ2+β2

0s
2, β0 =c2/c0, r0 = sr0/a; H= sH/a.

После подстановки выражения (6.133) в уравнение (6.131) получаем

[m0 + smH(s)] s2 µ

a
sUx(s) + sB0(s) =

sQ(s)

2πa2
, (6.135)

где слагаемое

smH(s) = smH =
1

2
r 2
0
ρв
ρh
I1(r0, H, s) (6.136)

может рассматриваться как приведенная присоединенная масса жидкости
при колебаниях цилиндра в слое жидкости. Удовлетворяя контактному усло-
вию (6.129), подставляем выражение (6.130) в уравнение (6.135) и получаем
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уравнение

(m0 + smH)s 2
∞∑
k=0

∞∑
n=0

sB2k(s)×

× b2k+1/2, 2n+1/2(s)P2n(
√

1− r2) + sB0(s) =
sQ(s)

2πa2
.

(6.137)

Приравнивая в уравнении (6.137) коэффициенты при полиномах Лежандра
одинаковых порядков и учитывая, что P0(

√
1−r2)=1, получаем бесконечную

систему линейных алгебраических уравнений для определения неизвестных
sB2k(s) (в долях sQ(s)/2πa2):

[
1+(m0+ smH) s2 b1/2, 1/2(s)

]
sB0(s)+

+(m0+ smH)s2
∞∑
k=1

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s)=1;

∞∑
k=1

sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s)=0 n=1, 2, . . . .

(6.138)

После решения системы (6.138) перемещение sUx(s) из выражения (6.135) на-
ходится в виде

sUx(s) =
a

µ

sQ(s)/2πa2

[m0 + smH ]s2
[1− sB0(s)]. (6.139)

Если при решении рассматриваемой задачи ограничиться определением
только равнодействующей (6.127), то в разложении (6.36) достаточно удер-
жать первый член ряда (k=0). Тогда из первого уравнения (6.138) находим в
явном виде коэффициент

sB0(s) =
sQ(s)

2πa2

1

1 + (m0 + smH) s2 b1/2, 1/2(s)
, (6.140)

а перемещение при подстановке соотношения (6.140) в (6.139) записывается в
виде

sUx(s) =
a

µ

sQ(s)

2πa2

b1/2, 1/2(s)

1 + (m0 + smH) s2 b1/2, 1/2(s)
. (6.141)

Тогда полученное выражение для перемещения подставляем в соотноше-
ние (6.133) и получаем в явном виде формулу для равнодействующей гид-
родинамического давления на цилиндр:

sQH(r0, H, s)= sQ(s)
s2

smH b1/2, 1/2(s)

1+[m0+ smH ] s2 b1/2, 1/2(s)
. (6.142)
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Гидродинамическое давление на цилиндр (6.120) в безразмерных переменных
определяется выражением

sp ∗в (r0, z, s) = −r0
ρв
ρh

µ

α
s2

sUx(s)

∞∫
0

C 2
1 (r0ξ)

α2

[
coshα(H − z)

coshαH
− 1

]
ξ dξ. (6.143)

При подстановке выражения (6.141) в (6.143) имеем представление

sp ∗в (r0, z, s) = −
sQ(s)

2πa
r0
ρв
ρh

s2 b1/2, 1/2(s)

1 + (m0 + smH) s2 b1/2, 1/2(s)
×

×
∞∫

0

C 2
1 (r0ξ)

α2

{
cosh[α(H − z)]

cosh(αH)
− 1

}
ξ dξ.

(6.144)

Таким образом, получены (в изображениях Лапласа по времени) все иско-
мые функции, определяющие решение задачи: равнодействующая контактных
напряжений (6.140), горизонтальное перемещение цилиндра (6.141), равнодей-
ствующая гидродинамического давления на цилиндр (6.142), распределение
гидродинамического давления по высоте цилиндра (6.144).

Обратное преобразование Лапласа выполняем численно, с помощью ин-
тегралов Фурье, полагая s= iζ и выполняя интегрирование по безразмерной
частоте гармонических колебаний ζ.

Приведем некоторые результаты по численной реализации представленной
методики решения контактной задачи для жесткого цилиндра, взаимодейству-
ющего со слоем жидкости и с упругим полупространством при горизонтальных
колебаниях.

В качестве неизменных параметров приняты: отношение плотности мате-
риала цилиндра (бетон) к плотности материала основания (мягкий грунт)
ρ/ρh=1,4; отношение плотности воды к плотности материала основания
ρH/ρh=0,55; отношение скорости поперечной волны в основании к скорости
звука в воде β0 =c2/c0 =0,143; коэффициент Пуассона материала основания
ν=0,3.

Численный анализ был выполнен при вариациях таких безразмерных па-
раметров: m0 – приведенная масса цилиндра, H = sH/a – безразмерная вы-
сота слоя жидкости, sr0 =a – радиус цилиндра, равный радиусу фундаментной
плиты; высота цилиндра l равна высоте слоя жидкости. Вычисления проводи-
лись в предположении воздействия горизонтальной внезапно приложенной на
уровне подошвы постоянной силы Q(t)=QH(t). Результаты расчета колеба-
ний представлены на рис. 6.9 – 6.14. На рис. 6.9 показаны графики изменения
во времени горизонтальных перемещений цилиндра (в долях статического зна-
чения перемещения Qb1/2,1/2(0)/(2πsr0µ) ). Кривая 1 характеризует движение
невесомого цилиндра с присоединенной массой жидкости. При увеличении соб-
ственной массы цилиндра (кривые 2 и 3) максимальные перемещения возрас-
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Рис. 6.9. Горизонтальные пере-
мещения цилиндра при a = 8 м,
H = 4 и вариациях параметра
m0: 1 – 0; 2 – 0,4; 3 – 0,8

Рис. 6.10. Горизонтальные пере-
мещения цилиндра при m0 =
= 0,4, a = 8 м и вариациях H:
1 – 0; 2 – 2; 3 – 4

Рис. 6.11. Равнодействующая
гидродинамического давления
на цилиндр при a = 8 м, H = 4
и вариациях m0: 1 – 0; 2 – 0,4;
3 – 0,8

Рис. 6.12. Равнодействующая
гидродинамического давления
на цилиндр при m0 = 0,4 , a =
= 8 м и вариациях H: 1 – 1;
2 – 2; 3 – 4

тают. Этот эффект обусловлен характером внешней нагрузки QH(t), которая
возбуждает инерционные силы, пропорциональные массе тела и приводящие
к увеличению его перемещения. Обратный эффект имеет место при действии
кратковременной нагрузки, например, в виде дельта-функции. В этом случае
увеличение массы тела вызывает уменьшение перемещения. Осцилляции про-
исходят относительно статического значения и в пределе перемещения равны
ему.

Закономерности изменения во времени равнодействующей гидродинами-
ческого давления на цилиндр (в долях Q) показаны на рис. 6.11. Давление
жидкости является знакопеременным, затухающим во времени, что обуслов-
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Рис. 6.13. Равнодействующая
касательных напряжений при
вариации sr0 : 1 – 4 м; 2 – 8 м

Рис. 6.14. Равнодействующая
гидродинамического давления
при вариации sr0 : 1 – 4 м; 2 – 8 м

лено излучением на бесконечность энергии в основании и слое жидкости. С
увеличением массы цилиндра m0 амплитуды колебаний убывают.

Из графиков для равнодействующей гидродинамического давления на ци-
линдр, представленных на рис. 6.12, видно, что при увеличении толщины слоя
жидкости соответственно возрастает максимальное значение суммарного гид-
родинамического давления на цилиндр.

Влияние высоты слоя жидкости на перемещения цилиндра характеризу-
ет рис. 6.10. С увеличением высоты слоя возрастает присоединенная масса
жидкости и, соответственно, увеличиваются максимальные перемещения.

Представляет также интерес установление зависимости расчетных функ-
ций от радиуса цилиндра. Положим m0 = 0,4 , sH = 32 м. На рис. 6.13
приведены графики для равнодействующей касательных напряжений по кон-
такту с основанием QR (в долях Q). При увеличении радиуса цилиндра на-
блюдается снижение максимальных амплитуд равнодействующей контактных
напряжений, что обусловлено уменьшением ускорения цилиндра и, соответ-
ственно, инерционных сил. Аналогичные закономерности проявляются и для
равнодействующей гидродинамического давления QH на цилиндр (рис. 6.14).
Уменьшение амплитуд колебаний гидродинамического давления здесь связано
с уменьшением скорости движения цилиндра при увеличении его радиуса.

Более сложным является получение результатов при нестационарных на-
грузках. В случае действия мгновенного импульса закономерности изменения
во времени горизонтальных перемещений при разных высотах слоя жидкости
показаны на рис. 6.15. С увеличениемH максимальные перемещения убывают:
чем больше масса тела (в том числе за счет увеличения присоединенной мас-
сы жидкости), тем меньшие перемещения возбуждает мгновенный импульс.
Противоположный эффект имеет место при действии внезапно приложенной
постоянной силы (рис. 6.10), которая вызывает инерционные силы, пропорци-
ональные массе тела, и приводит к увеличению максимальных перемещений.
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Рис. 6.15. Горизонтальное переме-
щение цилиндра при действии си-
лы Q(t) = Qδ(t) и вариации H :

1 – 1, 2 – 2, 3 – 4

На рис. 6.16 – 6.19 представлены
некоторые результаты численного ана-
лиза горизонтальных колебаний жест-
кого цилиндра под действием гармо-
нической силы Q(t) = Q exp(iζt)

(рис. 6.16, рис. 6.17); мгновенного
импульса Q(t) = Qδ(t), где δ(t) –
дельта-функция, (рис. 6.15); сейсми-
ческой нагрузки, заданной акселеро-
граммой площадки gu(t)a (рис. 6.18,
рис. 6.19). Фиксированными парамет-
рами для всех случаев приняты a =

= 8 м, m0 = 0,4. Переменными пара-
метрами являются: относительная вы-
сота слоя жидкости H (рис. 6.16 –
6.18) и скорость c2 (рис. 6.19).

На рис. 6.16 представлены кривые изменения модуля горизонтальных пере-
мещений |Ux(ζ)| (в долях Q/(2πaµ) в зависимости от частоты гармонических
колебаний ζ при разных высотах слоя жидкости. УвеличениеH приводит к воз-
растанию максимальных амплитуд и уменьшению резонансной частоты, что
объясняется увеличением присоединенной массы жидкости. Закономерности
изменений в частотной области равнодействующей гидродинамического дав-
ления на цилиндр |QH(ζ)| (в долях Q) характеризует рис. 6.17. Здесь кроме
резонансов, обусловленных массой цилиндра и присоединенной массой жидко-
сти, наблюдаются также резонансы, соответствующие собственным частотам
слоя жидкости.

Примером реальной нагрузки является сейсмическое воздействие, задава-
емое акселерограммой площадки при отсутствии сооружения (рис. 6.19, кри-
вая 3). На рис. 6.18 приведены закономерности изменения во времени горизон-
тальных ускорений цилиндра gu(st ), м/с2 при разных высотах слоя жидкости.
Наблюдается уменьшение максимальных ускорений при увеличении высоты
слоя жидкости. Особенно важными являются эффекты взаимодействия со-
оружения с основанием. Влияние последнего на горизонтальное ускорение ци-
линдра в сравнении с акселерограммой площадки показано на рис. 6.19. Как
видно из рисунка, максимальные ускорения цилиндра снижаются в несколько
раз (при c2 = 100 м/с) в случае учета взаимодействия с основанием.

На представленных здесь частных примерах выявлены такие закономерно-
сти.

1. При гармонических колебаниях: максимальные амплитуды горизонталь-
ных перемещений увеличиваются в 1,5 раза, а равнодействующая гидродина-
мического давления на цилиндр – в 5 раз при увеличении в 4 раза высоты
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Рис. 6.16. Амплитуда гори-
зонтального перемещения ци-
линдра при вариации глуби-
ны H: 1 – 1, 2 – 2, 3 – 4

Рис. 6.17. Равнодействую-
щая гидродинамического
давления на цилиндр при
вариации глубины H: 1 – 1,
2 – 2, 3 – 4

Рис. 6.18. Влияние высоты слоя
жидкости на горизонтальное
ускорение цилиндра при c2 =
= 100 м/с и вариации H: 1 – 0,
2 – 2, 3 – 4

Рис. 6.19. Влияние на сейсмиче-
ское горизонтальное ускорение
цилиндра при H = 4 вариации
c2: 1 – 100 м/с, 2 – 200 м/с, 3 – ак-
селерограмма площадки

слоя жидкости, что обусловлено увеличением присоединенной массы при воз-
растании высоты слоя жидкости.

2. При действии мгновенного импульса: максимальные горизонтальные пе-
ремещения цилиндра уменьшаются в 1,4 раза при увеличении в 4 раза высоты
слоя жидкости.

3. При сейсмическом воздействии: максимальное горизонтальное ускоре-
ние цилиндра уменьшается в 2 раза при увеличении высоты слоя жидкости в
4 раза; при фиксированной высоте слоя жидкости и значении скорости попе-
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речной волны в упругом полупространстве c2 = 100 м/с максимальное уско-
рение цилиндра в 3 раза меньше, чем ускорение площадки при отсутствии
сооружения, что обусловлено учетом взаимодействия цилиндра с основанием
и слоем жидкости.

Полученные результаты представляют интерес, например, при исследова-
ниях и расчетах колебаний морских платформ гравитационного типа под дей-
ствием силовых (волновых, ледовых) и кинематических (сейсмических) нагру-
зок. Анализ результатов свидетельствуют о необходимости и возможности уче-
та взаимодействия конструкции гравитационной морской платформы с водной
средой и основанием на стадии проектирования.

6.2.3 Колебаниях упругого цилиндра в слое жидкости на упру-
гом полупространстве

Рассмотрим колебания цилиндра в слое жидкости в случае, когда жест-
кость на изгиб является конечной и движение его можно описать дифферен-
циальным уравнением изгиба стержня кругового сечения. Данный пункт со-
ответствует содержанию статьи [231]. Полагаем, что Ux(r, t) – перемещения
стержня, состоящее из общего горизонтального смещения цилиндра с фун-
даментом и прогиба. В данном случае уравнения для потенциала скорости
жидкости (1.9) и движения фундамента (6.125) следует дополнить уравнени-
ем колебаний цилиндра (стержня)

EJ
∂ 4Ux
∂z4

+ π r2
0 ρ

∂ 2Ux
∂t2

= −π r0 p
∗
в (r0, z, t), (6.145)

где π r0 ρ
∗
в (r0, z, t) – гидродинамическая нагрузка на цилиндр (в проекции на

ось x), определяемая через потенциал скорости по формуле (6.119), и EJ –
изгибная жесткость стержня. При решении уравнения (1.9) граничное усло-
вие (6.110) запишется в следующем виде:

∂Φ ∗

∂r
=
∂Ux(z, t)

∂t
(r = r0, 0 ≤ z ≤ H). (6.146)

Тогда, после применения к уравнению (1.9) (при безразмерном t) преобразо-
вания Лапласа и Ханкеля (1.138), а к уравнению (6.145) – преобразования
Лапласа, с учетом условия (6.146), получим следующую систему дифферен-
циальных уравнений в безразмерных переменных:

d 2
'
Φ
∗

dz2
− α2'

Φ
∗
(ξ, z, s) = r0 l

2 c2 C1(r0ξ) s sUx(z, s), (6.147)

d 4
sUx

dz4
+ k 2

1
ρc
ρh
s2

sUx(z, s) =
k 2

1

r0

ρв
ρh

s

c2
sΦ ∗(r0, z, s), (6.148)
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где

k 2
1 = πr2

0
µl4

EJ
; α2 =

l2

a2
(ξ2 + β2

0s
2). (6.149)

При этом ρc – плотность материала сплошного цилиндра, sz – размерная коор-
дината, z= sz/l; l – длина стержня (полагаем, что l≈ sH).

При решении уравнения (6.147) необходимо удовлетворить граничным
условиям (6.108) и (6.109), а при решении (6.148) – условиям на концах стерж-
ня. Например, если к верхнему концу стержня приложена горизонтальная сила
Q(t), то граничные условия принимают вид

∂2Ux(z, t)

∂z2
= 0,

∂3Ux(z, t)

∂z3
=

l3

EJ
Q(t),

z = 0; (6.150)


Ux(z, t) = UΦ(t),

∂Ux(z, t)

∂z
= 0,

z = 1, (6.151)

где UΦ(t) – перемещение фундамента.
Решение уравнений (6.147) и (6.148) проведем с помощью использования

так называемых координатных функций [301]. А именно, представляем неиз-
вестную функцию Ux(z, t) в виде ряда

Ux(z, t) =
∞∑
p=0

ap(t)wp(z), (6.152)

где координатные функции

wp(z) =

{
1, p = 0,

(z − 1)2zp−1, p = 1, 2, . . . ,
(6.153)

а ap(t) – неопределенные коэффициенты, зависящие от времени. Использова-
ние координатных функций (6.153) позволяет удовлетворить условиям (6.151)
жесткой заделки в фундаментную плиту, когда коэффициент a0(t)=UΦ(t) ха-
рактеризует общее горизонтальное смещение стержня вместе с фундаментом.
Из граничных условий (6.150) получаем два уравнения, связывающие коэф-
фициенты aj(t), j = 1, 2, 3, 4, в разложении (6.152):

a1(t)− 2a2(t) + a3(t) = 0, (6.154)

a2(t)− 2a3(t) + a4(t) =
l3

6EJ
Q(t). (6.155)

При этом функция Ux(z, t) должна удовлетворять уравнению (6.148).
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Рассмотрим сначала уравнение (6.147). При подстановке выраже-
ния (6.151) в (6.147) это уравнение принимает вид

d2
'
Φ
∗

dz2
− α2'

Φ
∗
(ξ, z, s) = r0 l

2 c2 C1(r0ξ) s

∞∑
p=0

sap(s)wp(z). (6.156)

Неоднородное дифференциальное уравнение второго порядка с правой ча-
стью в виде степенной функции (6.152), может быть решено методом вари-
ации постоянных. Опуская промежуточные выкладки, находим решение урав-
нения (6.156), которое удовлетворяет граничным условиям (6.108) и (6.109):

'
Φ
∗
(ξ, z, s) = −r0 c2 l

2 sC1(r0ξ)

∞∑
p=0

sap(s)F
∗
p (ξ, z, s), (6.157)

где

F ∗p (ξ, z, s) =
1

α2

Fp(ξ, z, s)− Fp(ξ, 0, s)×
×coshα(1− z)

coshα
− F

′
p(ξ, 1, s)

sinhαz

α coshα

;

(6.158)

α2 =
l2

a2
(ξ2 + β2

0s
2);

Fp(ξ, z, s) =

[(p+1)/2]∑
k=0

1

α2k

d2kwp(z)

dz2k
;

F
′
p(ξ, z, s) =

[(p+1)/2]∑
k=0

1

α2k

d2k+1wp(z)

dz2k+1
.

(6.159)

Здесь скобки [ · ] обозначают целую часть числа. Заметим, что при α=0 функ-
ция (6.157) имеет неопределенность вида 0/0. Для раскрытия этой неопреде-
ленности используем соотношения

F ∗0 (ξ, z, s)|α=0 =
1

2
− 1

2
(1− z)2, (6.160)

F ∗p (ξ, z, s)
∣∣
α=0

=
2z

p (p+ 1)(p+ 2)
− zp+1

p (p+ 1)
+

+
2zp+2

(p+ 1)(p+ 2)
− zp+3

(p+ 2)(p+ 3)
, p > 0.

(6.161)
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К функции (6.157) применим обратное преобразование Ханкеля (1.139),
тогда получим

sΦ ∗(r, z, s) = −r0 c2
l2

a2
s

∞∑
p=0

sap(s)sΦδ/p(r, z, s), (6.162)

где

sΦp(r, z, s) =

∞∫
0

C1(r0ξ)F
∗
p (ξ, z, s)C1(r, ξ) ξ dξ. (6.163)

Полученное выражение для потенциала скорости жидкости (6.162) при r=r0

подставляем в уравнение (6.148), в результате чего имеем

d4
sUx

dz4
+ k2

1
ρ

ρh
s2

sUx(z, s) = k2
1
l2

a2

ρв
ρh
s2
∞∑
p=0

sap(s)sΦp(r0, z, s), (6.164)

где

sΦp(r0, z, s) =

∞∫
0

C2
1 (r0ξ)F

∗
p (ξ, z, s) ξ dξ. (6.165)

Далее подставляем представление (6.152) для функции Ux(r, t) в уравне-
ние (6.164). Тогда это уравнение запишется в виде

∞∑
p=1

sap(s)ĎWp(z, s) + sa0(s)ĎW0(z, s) = 0 (0 ≤ z ≤ 1), (6.166)

где
ĎWp(z, s) = w

′′′′
p (z) + k2

1s
2

sΦ ∗p (r0, z, s); (6.167)

sΦ ∗p (r0, z, s) =
ρ

ρh
wp(z) +

l2

a2

ρH
ρh

sΦp(r0, z, s); (6.168)

w
′′′′
p (z) = (p− 1)(p− 2)

[
p (p+ 1)zp−3−

−2p (p− 3)zp−4 + (p− 3)(p− 4)zp−5
]
.

Уравнение колебаний цилиндра (6.166) необходимо связать с колебаниями
фундамента на упругом полупространстве, что осуществляется через коэффи-
циент sa0(s). Так как sa0(s)= sUx(s)= sux(r, 0, s) (см. (6.129)), то по аналогии с
соотношением (6.131) можно записать следующее выражение для искомого
коэффициента

sa0(s) =
a

µm1s2

[
sQ1(s)

2πa2
− sB0(s)

]
, (6.169)
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где перерезывающая сила в заделке равна

sQ1(s) =
6EJ

l3

∞∑
p=2

(p− 1) sap(s) (6.170)

и m1 =MΦ/2πa
3ρh – приведенная масса фундамента. С учетом соотноше-

ний (6.129) и (6.170) зависимость (6.169) принимает вид

sux(r, 0, s) =
a

µm1s2

[
∞∑
p=2

(p− 1) sa ∗p − sB0(s)

]
, (6.171)

где

sa ∗p (s) =
3EJ

πa2l3
sap(s). (6.172)

Подставим в формулу (6.171) разложение (6.130) и приравняем коэффици-
енты при многочленах Лежандра одинаковых порядков. В результате получим
следующую систему линейных алгебраических уравнений, учитывающую вза-
имодействие фундамента и цилиндра с основанием:

−
∞∑
p=2

(p− 1) sa ∗p (s) + sB0(s)+

+m1s
2
∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s) = 0,

∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s) = 0, n = 1, 2, . . .

(6.173)

Далее исключаем коэффициент sa0(s) из уравнения (6.166), выражая его через
разложение (6.130). В результате имеем

∞∑
p=1

sa ∗p (s) ĎWp(z, s) + 3 r2
0
l

a
s2

sΦ ∗0 (r0, z, s)×

×
∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s) = 0, (0 ≤ z ≤ 1).

(6.174)

Уравнение (6.174) должно удовлетворяться в любой точке указанного ин-
тервала. Если воспользоваться методом коллокаций, удовлетворяя этому урав-
нению в отдельных точках zj =j4z (j=0, 1, 2, . . .; 4z – принятый шаг разби-
ения интервала), то уравнение (6.174) можно заменить системой алгебраиче-
ских уравнений, записанных для каждого zj . Таким образом, полная система
алгебраических уравнений (в области изображений Лапласа), разрешающая
задачу, будет включать уравнения (6.154) и (6.155) для граничных условий на
верхнем конце стержня; систему уравнений, получаемых из уравнения (6.174)
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для ряда значений zj , удовлетворяющего дифференциальному уравнению из-
гиба стержня (6.148); систему уравнений (6.173), удовлетворяющую условию
контакта фундамента, несущего цилиндр, с упругим полупространством. В ре-
зультате искомая система алгебраических уравнений принимает вид

sa ∗1 (s)− 2 sa ∗2 (s) + sa ∗3 (s) = 0, (6.175)

sa ∗2 (s)− 2 sa ∗3 (s) + sa ∗4 (s) = 1, (6.176)

∞∑
p=1

sa ∗p (s)ĎWp(zi, s) + 3 r2
0
l

a
s2

sΦ ∗0 (r0, zi, s)×

×
∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s) = 0, i = 0, 1, 2, . . . ,

(6.177)

−
∞∑
p=2

(p− 1) sa ∗p (s) + sB0(s) +m1s
2×

×
∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 1/2(s) = 0,

(6.178)

∞∑
k=0

sB2k(s) b2k+1/2, 2n+1/2(s) = 0 n = 1, 2, . . . , (6.179)

где свободный член приведен в долях sQ(s)/2πa2. При численном решении
порядок усеченной системы уравнений (6.175)–(6.179) определяется количе-
ством точек коллокации (шагом 4z) для уравнения (6.174) и количеством
членов ряда в разложении для контактных напряжений (6.36). При этом со-
ответствие между числом неизвестных и порядком системы (6.175)–(6.179)
регулируется количеством координатных функций wp(z) (6.153) (p=1, 2, . . .),
удерживаемых в разложении (6.152). Например, если принять 4z = 0,2 (коли-
чество точек коллокаций 6 и j=0, 1, 2, . . . , 5), то в разложении (6.152), кроме
коэффициента sa0(s), который при решении контактной задачи выражается че-
рез коэффициент sB0(s), необходимо удержать 8 членов ряда (p= 1, 2, . . . , 8).

После решения усеченной системы уравнений 9-го порядка коэффициент
sa0(s) (общее смещение) находится по формуле

sa0(s) =
sQ(s)

2πaµ
sB0(s) b1/2, 1/2(s). (6.180)

Прогиб стержня на верхнем конце (z=0) определяется коэффициентом sa1(s).
Суммарное перемещение в произвольной точке стержня (сумма прогиба и об-
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щего смещения) определится выражением

sUx(z, s) =
l3 sQ(s)

6EJ

[
3
r2
0

k2
1

l

a
sB0(s) b1/2,1/2(s) +

∞∑
p=1

sa ∗p (s)wp(z)

]
. (6.181)

При найденных значениях sUx(z, s) гидродинамическое давление на цилиндр
определяется из уравнения (6.145) выражением

sp ∗в (r0, z, s) = −
sQ(s)

2πa2

r0
ρ

ρh
s2

 sB0(s) b1/2, 1/2(s)+

+
k2

1

3 r2
0

a

l

(
sa ∗1 (s)w1(z) + a ∗2 (s)w2(z)

)+

+
a

3 l

8∑
p=3

sa ∗p (s)

[
w
′′′′
p (z) +

k2
1

r0

a

l

ρ

ρh
s2wp(z)

].
(6.182)

Таким образом, выше приведены (в изображениях Лапласа) необходимые
соотношения, разрешающие поставленную задачу: система алгебраических
уравнений (6.175)–(6.179); представление для перемещений (прогибов) цилин-
дра (6.152), дифференцирование которого позволяет найти углы поворота се-
чений цилиндра, изгибающие моменты и перерезывающие силы в нем; общее
смещение цилиндра вместе с фундаментом (6.180); суммарное давление по
высоте цилиндра (соотношение (6.182) в проекции на ось x). Возврат к ори-
гиналам выполняем с помощью интеграла Фурье.

Проведен численный анализ гармонических и нестационарных колебаний
системы упругий цилиндр-слой жидкости-упругое полупространство. Некото-
рые результаты расчетов представлены на рис. 6.20 – 6.23. На рис. 6.20 и 6.21
приведены графики амплитуд колебаний верхнего конца полого стержня (ци-
линдра) в зависимости от ζ (с нормировкой l3Q/(6EJ)) при разных отношени-
ях радиусов полости и цилиндра ε для двух случаев: при отсутствии и наличии
слоя жидкости относительной высоты H = 4 (рис. 6.20) и H = 8 (рис. 6.21).
По этим графикам можно определить резонансные частоты и амплитуды и
выявить влияние жидкости, которое заключается в том, что присоединенная
масса жидкости увеличивает резонансные амплитуды, а при росте гибкости
стержня влияние жидкости возрастает. Количественные соотношения можно
установить по графикам и расчетам по компьютерным программам. Рис. 6.22
и рис. 6.23 иллюстрируют изменение изгибающего момента в заделке (в долях
Ql). Физические закономерности здесь примерно такие, как и для прогибов,
а отличие в том, что при наличии жидкости моменты уменьшаются с увели-
чением гибкости цилиндра.

На рис. 6.24 – 6.27 показаны графики изменения во времени соответствен-
но прогибов верхнего конца стержня и изгибающего момента в заделке при дей-
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ствии внезапно приложенной постоянной горизонтальной силы Q(t) = QH(t).
Как видно из графиков, колебания происходят относительно статических зна-
чений искомых величин и затухают со временем. Наличие слоя жидкости при-
водит к увеличению амплитуд колебаний и продолжительности колебательного
процесса до полного затухания.

а)

б)

в)

Рис. 6.20. Амплитуда прогиба конца стержня для H = 4 при вариациях ε :
а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.21. Амплитуда прогиба конца стержня для H = 8 при вариациях ε :
а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.22. Амплитуда момента в заделке для H = 4 и вариации ε :
а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.23. Амплитуда момента в заделке для H = 8 и вариации ε :
а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.24. Прогиб конца стержня при нестационарных колебаниях
для H = 4 при вариациях ε:

а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.25. Прогиб конца стержня при нестационарных колебаниях
для H = 8 при вариациях ε: а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.26. Момент в заделке при нестационарных колебаниях для H = 4
при вариациях ε:

а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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а)

б)

в)

Рис. 6.27. Амплитуда момента в заделке для H = 8 при вариациях ε:
а) – 0; б) – 0,8; в) – 0,9
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ГЛАВА 7

МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ. ШТАМП НА
ПУНЖ ОСНОВАНИИ

7.1 Грунтовое водонасыщенное основание сооружений

Научные методы и инженерные принципы строительной деятельности с
учетом взаимодействия фундаментов сооружений с грунтом относятся к зада-
чам геотехники [244]. Грунты являются типичной многофазной средой, состоя-
щей из пористой твердой фазы (скелет грунта), содержащей в порах жидкость
и газ. Поэтому в ряде геотехнических задач необходимо учитывать взаимодей-
ствие фаз, которое происходит при движении жидкости по порам (фильтра-
ции) вследствие динамических воздействий и разности напоров. В несвязных
грунтах и песчаниках взаимодействие между поровыми фазами и твердой фа-
зой вызывает дополнительные напряжения и деформации, изменение порового
давления, которые не могут быть описаны однофазной моделью.

Поскольку грунты под ответственными сооружениями часто оказывают-
ся водонасыщенными, необходимо развивать методы расчета системы фунда-
мент-основание с применением адекватных динамических моделей грунтовой
среды, несмотря на их относительную сложность. В инженерных приложениях
для водонасыщенных оснований сооружений и грунтовых массивов рассмат-
ривается прочность и устойчивость среды при действии фильтрационных и
динамических воздействий.

Необходимость учета фильтрационных сил при расчете устойчивости от-
косов и оснований сооружений была впервые обоснована К. Терцаги [254,433]
и М. Био [314]. Согласно К. Терцаги, в механике грунтов как многофазных
сред следует различать эффективные напряжения σefij , i, j = 1, 2, 3, определя-
ющие взаимодействие между твердыми частицами, и тотальные напряжения
σij , действующие на элемент многофазной среды (см. (1.33), стр. 18).

Учет движения поровой жидкости при быстром нагружении поверхности
водонасыщенного грунтового основания на его напряженное и деформирован-
ное состояние и развитие деформаций грунтов с учетом фильтрационной ани-
зотропии слабых оснований с привлечением аналитических и эксперименталь-
ных методов исследования рассмотрены в книге Ю. А. Соболевского [243].
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После динамических воздействий в водонасыщенном грунте появляются
области с изменившимся относительно гидростатического поровым давлени-
ем. Согласно Б. И. Далматову [96] в условиях водонасыщенных грунтов после
приложения нагрузки непосредственно под фундаментом формируются зоны
повышенного порового давления с преобладанием фильтрации выжимаемой
воды вверх к его подошве. Подобная концентрация порового давления под по-
дошвой загруженного фундамента была установлена в полевых опытах М. Ю.
Абелева [1].

Со временем поровое давление в толще выравнивается вследствие процес-
са консолидации, который рассматривался, начиная с К. Терцаги и М. Био,
многими исследователями (см. обзор в статье [416]).

С изменением строительных свойств водонасыщеных грунтов при дина-
мических воздействиях разного характера связан ряд инженерных проблем.
О. А. Савинов [222] рекомендовал для учета многофазности грунтовой среды
использовать модели Л. А. Эйслера [304] и Б. И. Дидуха [103]. Представле-
ние о свойствах водонасыщенных грунтов дано в учебных пособиях Ю. А.
Зарецкого [116], а также [8, 38, 169, 170] и монографиях В. Г. Шаповала с со-
авт. [286,287].

При динамических и сейсмических нагрузках избыточное поровое давле-
ние в водонасыщенном грунте может привести к его разжижению и крупным
авариям сооружений, что привлекло широкое внимание инженеров и ученых
к этой проблеме [38].

При работе турбоагрегатов под их фундаментами при гармонических коле-
баниях незначительной амплитуды именно для водонасыщенных песков про-
являются осадки грунтового основания вследствие виброползучести, законо-
мерности которой рассматривалась в работах В. И. Керчмана, Р. Д. Филип-
пова, В. Я. Хаина, В. Г. Таранова и В. А. Александровича [6, 7, 128, 129, 213],
A. Sawicki, W. Świdziński [408] и др.

Существенное влияние на водонасыщенное основание при динамических и
сейсмических воздействиях оказывают фундаменты со сплошной подошвой,
бетонные плотины. Поэтому представляет интерес моделирование динамиче-
ского взаимодействия с водонасыщенным грунтом штампа с непроницаемой
для поровой жидкости подошвой. При этом для учета давления на подош-
ву как твердой, так и жидкой фаз основания необходимо получить решение
динамической контактной задачи с использованием моделей пористоупругой
насыщенной жидкостью среды.

Для решения динамических задач геофизики и геотехники часто применя-
ют модели многофазной или двухфазной среды (см. § 1.3).

Задачи динамики фундаментов на ПУНЖ основании, в том числе дина-
мические контактные задачи на основе модели Био рассматривались в рабо-
тах [328,335,345,368,374,375,380,381,402,417–419,443] и др.

Использование уравнений Био связано с выполнением условий, перечис-
ленных в пункте 1.3.2 (с. 17).
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Моделированию грунтового основания в виде ПУНЖ полупространства
при решении динамических контактных задач методом ортогональных поли-
номов посвящены работы [76, 77, 104, 104, 135, 238, 259–261, 264, 266, 266, 359,
415,435]. Результаты были обобщены в монографии [266].

Подошва фундамента может быть дренированной или непроницаемой для
поровой воды, ниже при постановке задач принимаются более сложные гра-
ничные условия второго варианта.

Рассмотрим некоторые известные результаты, полученные при решении
контактных задач для инженерных приложений методами граничных элемен-
тов, конечных элементов и ортогональных полиномов.

В работе M. R. Halpern и P. Christiano [367] представлено решение (функции
Грина) для ПУНЖ полупространства, используемое для применения метода
граничных элементов. В следующей статье [368] рассмотрен метод численно-
го анализа, основанный на применении функций Грина и дискретизации обла-
сти контакта под невесомым квадратным штампом на участки с постоянными
контактными напряжениями (метод граничных элементов) при вынужденных
гармонических колебаниях. Получено численное решение контактной задачи
для невесомого квадратного штампа при действии гармонической нагрузки.
Применены функции Грина и дискретизация области контакта под невесомым
квадратным штампом на участки с постоянными контактными напряжения-
ми. Результат определения изменения по частоте комплексной податливости
основания C как отношения перемещения к равнодействующей реакции для
невесомого штампа – функции, обратной импедансу, представлен на рис. 7.1.
Показано отличие дренированного (kf = 0) материала от недренированного
(kf → ∞) на низких частотах. Промежуточные кривые при конечных зна-
чениях коэффициента фильтрации kf находятся между этими предельными
кривыми.

Задачи динамики ПУНЖ среды и взаимодействие со штампом рассматри-
вались А. Г. Мишелем и С. Г. Шульманом в [175,176] с использованием метода
конечных элементов.

В статье X. H. Ma с соавт. [404] изучена динамическая реакция жесткого
ленточного фундамента (проницаемого, т. е. со специальной подготовкой осно-
вания под подошвой), совершающего вынужденные гармонические колебания
на насыщенном жидкостью основании (модель Био), вызываемые вращатель-
ным моментом в вертикальной плоскости. Поровая жидкость считается несжи-
маемой. Определена функция динамической податливости как величина, об-
ратная среднему нормальному эффективному напряжению: CM = 1/(aA0),

f1 = Re(CM ), f2 = Im(CM ). Изучаются функции жесткости основания фунда-
мента

k = f1/(f
2
1 + f2

2 ) (7.1)

и коэффициента демпфирования

c = −f2/
[
ζ
(
f2

1 + f2
2

)]
. (7.2)
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Рис. 7.1. Зависимость от частоты безразмерной податливости C при
вертикальных колебаниях квадратного штампа на двухфазном полу-
пространстве [368]

Методом ортогональных полиномов (с использованием полиномов Якоби [245,
с. 583]) определена функция динамической податливости. Проведено парамет-
рическое исследование для изучения влияния величин: 1) безразмерной ча-
стоты ζ; 2) динамической проницаемости; 3) коэффициента Пуассона грунта.
При нулевой плотности поровой жидкости результаты расчета совпадают с
результатами для упругой полуплоскости [389]. Показано существенное влия-
ние поровой жидкости на демпфирование колебаний и снижении реакции по
сравнению с упругой полуплоскостью.

В работах В. Г. Таранова [251,252] используется методика получения экспе-
риментальных передаточных функций для четырех основных типов колебаний.
Теоретические передаточные функции f1 (четная) и f2 (нечетная) связаны
между собой формулами преобразования Гильберта [244]

f1(ω) =
1

π

∫ ∞
−∞

f2(u)

u− ω du; f2(ω) =
1

π

∫ ∞
−∞

f1(u)

u− ω du,

таким образом формально достаточно определить только одну из них в бес-
конечных пределах.
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Следует отметить, что более сложная задача – для горизонтально-враща-
тельных колебаний методом ортогональных полиномов при разложении неиз-
вестных эффективных напряжений на контакте в ряды по полиномам Чебы-
шева была рассмотрена ранее в статье А. Н. Трофимчука с соавт. [265] (ее
перевод на английский язык опубликован в [436]).

Асимптотический анализ напряжений и порового давления на поверхности
ПУНЖ среды под непроницаемым штампом выполнен в статьях [70,358,360]
для условий плоской деформации. При рассмотрении плоской задачи о колеба-
ниях непроницаемого штампа в [62], [266, § 3.4] метод ортогональных полино-
мов модифицирован для случая непроницаемого штампа для представления
в виде рядов по ортогональным полиномам вспомогательных функций, через
которые определяются эффективные напряжения в твердой фазе и поровое
давление. Исследовано изменение по частоте импеданса, реакций твердой и
жидкой фаз при варьировании параметров модели М. Био и размеров массив-
ного штампа.

Осесимметричная задача об установившихся колебаниях слоя из ПУНЖ
материала с неподвижной нижней гранью под действием равномерно распреде-
ленной нагрузки типа непроницаемого поршня по круговой площадке верхней
грани (условии равных перемещений твердой и жидкой фаз на этой площад-
ке) рассмотрена в [71], [266, § 5.1]. Представлено общее решение, а численные
результаты (поровое давление и эффективные напряжения в слое, средняя за
период мощность, закачиваемая в среду) получены для равномерно распре-
деленной нагрузки и вариациях высоты слоя, коэффициента проницаемости,
вязких потерь в скелете грунта.

Решение осесимметричной задачи о колебаниях круглого штампа на слои-
стой среде, состоящей из вязкоупругого слоя грунта, покрывающего насыщен-
ный жидкостью пористоупругий слой, расположенный на вязкоупругом полу-
пространстве, представлено в монографии [266, § 5.2].

В данной главе в рамках модели двухфазной среды Био (см. пункт 1.3.2)
рассмотрены вертикальные гармонические колебания жесткого непроницаемо-
го для поровой жидкости штампа, расположенного на пористоупругом насы-
щенном жидкостью основании (полупространстве и слое) при скользящем кон-
такте.

В работах [76,77,135,223,224,224,226,268,269,435], [266, § 4.3] представле-
но решение задачи о гармонических вертикальных колебаниях прямоугольного
непроницаемого штампа на пористоупругом насыщенном жидкостью полупро-
странстве.

Подробная методика численного решения этой задачи и некоторые новые
расчетные результаты представлены в § 7.2.

Задача о вертикальных колебаниях полосы на ПУНЖ слое c непроница-
емой для поровой жидкости и защемленной тыльной гранью рассмотрена в
§ 7.3, приведены численные результаты для реакции основания при изменении
физических и геометрических параметров.
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7.2 Вертикальные колебания прямоугольного штампа с непро-
ницаемой подошвой на ПУНЖ полупространстве

Здесь смешанная пространственная граничная задача для уравнений Био
сводится к системе двумерных сингулярных уравнений на прямоугольнике.
Численное решение такой системы получено методом ортогональных полино-
мов. Искомыми являются импеданс (сопротивление) и реакция, в том числе
твердой и жидкой фаз отдельно.

Рис. 7.2. Прямоугольный штамп на ПУНЖ полупространстве

Рассмотрим колебания прямоугольного штампа (рис. 7.2) с непроницаемой
для поровой жидкости подошвой на ПУНЖ полупространстве по модели Био.
Граничные условия соответствуют случаям как открытых, так и закрытых пор.
Отдельные части этой работы были опубликованы в статьях [224, 435] и в
монографии [266].

Рис. 7.3. Нормальное давление на подошву непроницаемого штампа на
ПУНЖ среде [425]

Для решения динамических контактных задач необходимо определить пе-
ремещения площадки контакта при действии распределенных на контактной
поверхности основания нагрузок. Взаимодействие непроницаемой подошвы
штампа с двухфазной средой иллюстрируется рис. 7.3.

Рассмотрим уравнения движения ПУНЖ полупространства в декартовой
системе координат (ось Oz направлена внутрь полупространства с границей
z = 0) для случая гармонических колебаний с безразмерной частотой ζ.
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Векторы ~u, ~U, удовлетворяющие системе уравнений (1.36), (1.37) выража-
ются через скалярные потенциалы Φ1, Φ2 и векторный потенциал ~Ψ (1.38):

~u = ∇ϕ1 +∇× {ψ1 ~ez}; ~U = ∇ϕ2 +∇× {ψ2 ~ez};

ϕ1 = Φ1 + Φ2; ϕ2 = M1 Φ1 +M2 Φ2;

ψ1 = Ψ; ψ2 = M3 Ψ.

(7.3)

Уравнения Гельмгольца относительно потенциалов Φ1, Φ2, Ψ1, Ψ2 имеют
вид

d 2
∼
Φj

dz 2
− α2

3

∼
Φj= 0;

d 2
∼
Ψj

dz 2
− α2

j

∼
Ψj= 0, j = 1, 2 , (7.4)

где αi =
√
ξ2 + η2 − β2

i ζ
2, i = 1, 2, 3 ; βi – отношения (1.44), (1.53) скоро-

стей волн в двухфазной среде; значок
∼

обозначает двойную трансформанту
преобразований Фурье по x и y (с соответствующими параметрами ξ и η).

Полагая начальные условия и условия на бесконечности нулевыми, реше-
ния системы (7.4) будем искать в виде

∼
Φj (ξ, η, z, ζ) = Aj exp (−α1,2 z);

∼
Ψj (ξ, η, z, ζ) = Bj exp (−α3 z), j = 1, 2 .

(7.5)

Решение Aj , Bj , (j = 1, 2) определяется из граничных условий для пере-
мещений и напряжений в твердой и жидкой фазах.

Выражения для перемещений через потенциалы имеют вид

ux =
∂

∂x
(Φ1 + Φ2)− ∂Ψ2

∂z
; (a)

uy =
∂

∂y
(Φ1 + Φ2) +

∂Ψ1

∂z
; (b)

uz =
∂

∂z
(Φ1 + Φ2) +

∂Ψ2

∂x
− ∂Ψ1

∂y
; (c)

(7.6)



Ux =
∂

∂x
(M1 Φ1 +M2 Φ2)−M3

∂Ψ2

∂z
; (a)

Uy =
∂

∂y
(M1 Φ1 +M2 Φ2) +M3

∂Ψ1

∂z
; (b)

Uz =
∂

∂z
(M1 Φ1 +M2 Φ2) +M3

(
∂Ψ2

∂x
− ∂Ψ1

∂y

)
. (c)

(7.7)
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Напряжения выражаются через потенциалы по следующим формулам:

τsxz
µ

=
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

=

= 2
∂2

∂x ∂z
(Φ1 + Φ2)− ∂2Ψ1

∂x ∂y
+

(
∂2

∂x2
− ∂2

∂z2

)
Ψ2; (7.8)

τsyz
µ

=
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

=

= 2
∂2

∂y ∂z
(Φ1 + Φ2)−

(
∂2

∂y2
− ∂2

∂z2

)
Ψ1 +

∂2Ψ2

∂x ∂y
; (7.9)

σsz
2µ

=
∂uz
∂z

+
A

2µ
div ~u+

Q

2µ
div ~U =

(
∂2

∂z2
− A+QM1

2µ
k2

1

)
Φ1+

+

(
∂2

∂z2
− A+QM2

2µ
k2

2

)
Φ2 −

∂2Ψ1

∂y ∂z
+
∂2Ψ2

∂x ∂z
; (7.10)

σf

2µ
(x, y, z) = − Q

2µ

(
k2

1Φ1 + k2
2Φ2

)
− R

2µ

(
M1k

2
1Φ1 +M2 k

2
2Φ2

)
=

= −Q+M1R
2µ

k2
1Φ1 −

Q+M2R
2µ

k2
2Φ2. (7.11)

Рассматриваются гармонические колебания непроницаемого массивного
прямоугольного штампа (фундамента, плиты) на ПУНЖ полупространстве
при отсутствии трения по контакту при установившихся вынужденных гармо-
нических колебаниях штампа под действием вертикальной силы P exp(iζt)

(рис. 7.2). Далее временной множитель опускаем. Для определения вертикаль-
ного импеданса рассматриваются установившиеся гармонические колебания
невесомого штампа при заданной амплитуде перемещений W [266,359].

Амплитуда w колебаний штампа при действии силовой нагрузки определя-
ется из уравнения

Mc
c22
a2
ζ2 w = R0 − P, (7.12)

где R0 – равнодействующая сила реакции двухфазного полупространства,

R0 = a2

1∫
−1

α∫
−α

[p 1(x, y) + p 2(x, y)] dx dy, (7.13)

p 1(x, y) = −σsz(x, y, 0)− q σf (x, y, 0) = −σef (x, y, 0); (7.14)

p 2(x, y) = −ϑ−1σf (x, y, 0) = p 0(x, y, 0). (7.15)

Здесь q = (ϑ− 1)/ϑ.

Использование представлений (7.3), (7.4) и хорошо развитых методов ре-
шения смешанных задач теории упругости позволяет свести рассматриваемую
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граничную задачу к системе двумерных интегральных уравнений относительно
неизвестных контактных напряжений p 1(x, y), p 2(x, y), |x| < 1, |y| < α.

Уравнение вертикальных колебаний прямоугольного жесткого штампа на
податливом основании решается совместно с уравнениями для перемещений
основания и условиями равенства перемещений подошвы штампа и границы,
в данном случае – каждой из фаз основания (пористой упругой и жидкой).

Уравнения (1.36), (1.37) относительно перемещений твердой и жидкой
фаз, рассматриваемые в полупространстве z < 0, дополняются контактными
условиями, заключающимися в требованиях равенств вертикальных перемеще-
ний штампа W и контактных вертикальных перемещений твердой и жидкой
фаз двухфазного полупространства под штампом:

ws(x, y, 0) = wf (x, y, 0) = W, |x| ≤ 1, |y| ≤ α. (7.16)

Предполагается отсутствие касательных напряжений в твердом скелете двух-
фазной среды на поверхности полупространства

τsxz(x, y, 0) = 0, τsyz(x, y, 0) = 0, (−∞ < x <∞, −∞ < y <∞), (7.17)

а за пределами штампа – отсутствие напряжений и порового давления:

σefzz (x, y, 0) = σszz(x, y, 0) = 0, σf (x, y, 0) = 0, |x| > 1, |y| > α. (7.18)

Граничные условия (7.16)–(7.18) дополняются условиями убывания перемеще-
ний ~u, ~U при z → −∞.

Уравнение (7.12) при введении безразмерного параметра (характеристики
инерционного взаимодействия штампа и основания)

ms = Mc/(π
2a3ρe) = 4hαρ / (π2ρ e ) (7.19)

принимает вид
π2 aµ ms ζ

2 W = R0 − P. (7.20)

Перемещения фундамента W при определенных условиях (например, ма-
лые колебания, устойчивость грунтового основания от проседания и равно-
мерность статических осадок, соответствующая форма подошвы фундамента
и достаточная масса сооружения) могут быть под всей подошвой равны пе-
ремещениям границы основания. Последние находятся из решения простран-
ственной задачи Лэмба при действии распределенных на заданной площадке
динамических напряжений.
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7.2.1 Перемещения ПУНЖ полупространства при действии
нормальной нагрузки

Рассмотрим действие на прямоугольной площадке границы ПУНЖ полу-
пространства неизвестных распределенных симметрично относительно осей
Ox и Oy нагрузок (7.14) и (7.15).

Вводятся неизвестные безразмерные функции

q 1(x, y) =
p 1(x, y)

µ
; q 2(x, y) =

p 2(x, y)

µ
, |x| ≤ 1, |y| ≤ α. (7.21)

Трансформанты преобразования Фурье по координатам x, y равнодейству-
ющих нагрузок на упругую твердую пористую матрицу и поровую жидкость
имеют вид

'
P j(ξ, η) =

1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

p j(x, y) exp[i(xξ + yη)] dx dy.

Вертикальные перемещения фаз при z = 0 для установившихся гармони-
ческих колебаний представляем в виде двойного обратного преобразования
Фурье

uz(x, y, 0) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∼
ws(ξ, η) exp[−i(xξ + yη)] dξ dη;

Uz(x, y, 0) =
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∼
wf (ξ, η) exp[−i(xξ + yη)] dξ dη,

где двойное преобразование Фурье перемещений фаз находится из формул
(7.6, c) и (7.7, c):

∼
ws(ξ, η) = −A1 α1 −A2 α2 −B1 η +B2 ξ;

∼
wf (ξ, η) = −A1 M1 α1 −A2 M2 α2 −B1 M3 η +B2 M3 ξ.

Отсюда, используя формулы для напряжений (7.8)–(7.11), для двойных
трансформант Фурье напряжений получаем

∼
τ
s

xz(ξ, η) = 2 i ξα1A1 + 2 i ξα2A2 + i ξηB1 + i(ξ2 + α2
3)B2;

∼
τ
s

yz(ξ, η) = 2 i ξ α1A1 + 2 i ξ α2A2 + i(ξ2 + α2
3)B1 − i ξηB2;

∼
σ
s

z (ξ, η) = (ξ2 + η2 −m1ζ
2)A1 + (ξ2 + η2 −m2ζ

2)A2 + ηα3B1 − ξα3B2;

∼
σ
f
(ξ, η) = −n1ζ

2 A1 − n2ζ
2 A2.
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Здесь обозначено

nj =
Q+Mj R

2N β2
j ; mj =

A+ 2N +Mj Q

2N β2
j ; j = 1, 2. (7.22)

Из заданных граничных условий

τxz(x, y, 0) = τyz (x, y, 0) = 0, −∞ < (x, y) <∞,

σefz (x, y, 0)

2N = q1(x, y), |x| ≤ 1, |y| ≤ α,

σ f (x, y, 0)

2N = q2(x, y), |x| ≤ 1, |y| ≤ α,

σefzz (x, y, 0) = σf (x, y, 0) = 0, |x| > 1, |y| > α

получаем для определения неизвестных Aj , Bj , j = 1, 2 систему уравнений



2ξα1 2ξα2 ξη −
(
ξ2 + α2

3

)
2ηα1 2ηα2 η2 + α2

3 −ξη

ς 1 ς 2 α3 η −α3 ξ

n1 ζ
2 n2 ζ

2 0 0





A1

A2

B1

B2


=



0

0

−P̂1(ξ, η)

ϑ P̂2(ξ, η)


, (7.23)

где
ςi = ξ2 + η2 − ζ2 (mi + q ni) , i = 1, 2;

P̂j(ξ, η) – двойное преобразование Фурье нагрузок (7.14), (7.15) с учетом их
симметрии:

P̂j (ξ, η) = 4

α∫
0

1∫
0

qj (x, y) cos(xξ) cos(yη) dx dy, j = 1, 2.

Решение системы имеет вид


A1

A2

B1

B2

F (ξ, η) =



−P̂1 n2 α
2
3 ζ

2 ς 3 + ϑ P̂2 α
2
3

[
2α2 α3

(
ξ2 + η2

)
− ς 2 ς 3

]
P̂1 n1 α

2
3 ζ

2 ς 3 + ϑ P̂2 α
2
3

[
−2α1 α3

(
ξ2 + η2

)
− ς 1 ς 3

]
−P̂1 2 η α2

3 ζ
2 α ∗ − ϑ P̂2 2 η α2

3 (ς 1 α2 − ς 2 α1)

P̂1 2 ξ α2
3 ζ

2 α ∗ + ϑ P̂2 2 ξα2
3 (ς 1 α2 − ς 2 α1)


,

где
F (ξ, η) = 2α2

3 ζ
2 [α3

(
ξ2 + η2)α ∗ − (ξ2 + η2 + β2

3 ζ
2)κ ∗] ;
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α ∗ = n1α2 − n2α1; ς 3 = ξ2 + η2 + α2
3;

κ ∗ = n1

(
ξ2 + η2 − ζ2m2

)
− n2

(
ξ2 + η2 − ζ2m1

)
.

Результат решения для перемещений фаз на границе ПУНЖ полупростран-
ства при действии нагрузки (7.14), (7.15) имеет вид:
для перемещений твердой матрицы

ws (x, y, 0) =
a

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∼
ws (ξ, η)

F (ξ, η)
exp[−i(xξ + yη)] dξ dη; (7.24)

для перемещений поровой жидкости

wf (x, y, 0) =
a

2π

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∼
wf (ξ, η)

F (ξ, η)
exp[−i(xξ + yη)] dξ dη; (7.25)

∼
ws (ξ, η) = 2 P̂1 (ξ, η)

∼
ws, 1 (ξ, η) + 2

ϑ

ζ2
P̂2(ξ, η)

∼
ws, 2 (ξ, η);

∼
wf (ξ, η) = 2 P̂1 (ξ, η)

∼
wf, 1 (ξ, η) + 2

ϑ

ζ2
P̂2(ξ, η)

∼
wfs, 2 (ξ, η).

Выражения для
∼
ws, j и

∼
wf, j , j = 1, 2, определяющие компоненты трансфор-

мант перемещений, имеют вид:

для твердой матрицы от нагрузки на нее

∼
ws, 1 (ξ, η) = −β2

3 ζ
2 α ∗;

для твердой матрицы от нагрузки на поровую жидкость

∼
ws, 2 (ξ, η) =

= β2
3 ζ

2 {α1

[
ξ2 + η2 − ζ2 (m2 + q n2)

]
−α2

[
ξ2 + η2 − ζ2 (m1 + q n1)

] }
;

для жидкой фазы от нагрузки на твердую матрицу

∼
wf, 1 (ξ, η) = 2 (ξ2 + η2) (−M1 α1 n2 +M2 α2 n1 −M3 α4)+

+β2
3 ζ

2 (M1 α1 n2 −M2 α2 n1);

для жидкой фазы от нагрузки на нее

∼
wf, 2 (ξ, η) = 2 (ξ2 + η2)α1 α2 α3(M1 −M2) +

+2α2

[
ξ2 + η2 − ζ2 (m1 + q n1)

]
[M1(ξ2 + η2 − β2

3

2
ζ2)− 2M3 (ξ2 + η2)].
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7.2.2 Динамическая контактная задача при вертикальных ко-
лебаниях прямоугольного штампа

Динамическая контактная задача формулируется путем введения новых
неизвестных функций, которые связаны с неизвестными контактными напря-
жениями для обеих фаз посредством определенных интегро-дифференциаль-
ных соотношений. Это позволяет, с использованием решения (7.24), (7.25)
свести граничную задачу (7.16)–(7.20) к системе двух двумерных сингулярных
интегральных уравнений.

Неизвестные контактные напряжения qj(x, y), j = 1, 2 представлены в ви-
де интегро-дифференциальных соотношений относительно функций, представ-
ленных рядами по полиномам Чебышева с неизвестными коэффициентами.

− σefzz (x, y, 0)

2N = q1(x, y) =
∂2

∂x∂y
r1(x, y) + t

′
1, 1(x) + t

′
1, 2(y)/α− t1/α, (7.26)

p 0(x, y, 0)

2N = q2(x, y) =

∫ α

y

∫ 1

x

r2(s, t) ds dt+ 0,5 (x2 − 1)

∫ α

y

t2, 1(t) dt+

+ 0,5
y2 − α2

α

∫ 1

x

t2, 2(s) ds+ 0,25 (x2 − 1)
y2 − α2

α
t2, (7.27)

где t1 и t2 – постоянные для заданной частоты. При |x| → 1 , |y| → α функция
q1(x, y) имеет корневую особенность, а q 2(x, y) для |x| = 1, |y| = α принимает
нулевое значение. Для упругой матрицы особенность соответствует известному
решению теории упругости, а для поровой жидкости особенности нет [266,360],
поровое давление на границе с открытыми порами задается равным нулю.

Введенные для представления неизвестных контактных напряжений функ-
ции rj (x, y), j = 1, 2 отыскиваются в виде рядов по полиномам Чебышева с
неизвестными коэффициентами

r1 (x, y) = r

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)n+mA2n,2m U2n−1(x)U2m−1(y/α); (7.28)

r2 (x, y) = r
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)n+m B2n,2m U2n−1(x)U2m−1(y/α); (7.29)

r = 4
√

(1− x2)[1− (y/α)2]/π2;

t1,1(y) = A0,0 y/α− 2π−1
√

1− (y/α)2

∞∑
m=1

(−1)mA0,2m U2m−1(y/α); (7.30)

t1,2(x) = A0,0 x− 2π−1
√

1− x2

∞∑
n=1

(−1)nA2n,0 U2n−1(x); (7.31)
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t2, 1(y) = B0,0 y/α− 2π−1
√

1− (y/α)2

∞∑
m=1

(−1)m B0,2m U2m−1(y/α); (7.32)

t2, 2(x) = B0,0 x− 2π−1
√

1− x2

∞∑
n=1

(−1)n B2n,0 U2n−1(x), (7.33)

где Uk(cos θ) = sin[(k+1)θ]/ sin θ, k = 0, 1, 2, . . . – полиномы Чебышева второго
рода [228], для которых справедливы следующие рекуррентные формулы:

U0(x) = 1; U1(x) = 2x; Uk+1(x) = 2xUk(x)− Uk−1(x), k = 0, 1, 2, . . . .

Используя при |x| ≤ 1, |y| ≤ α контактные условия (7.16), получаем следу-
ющие системы уравнений:
1) при действии вертикальной гармонической силы

ws(x, y, 0)− wf (x, y, 0) = 0;

ws(x, y, 0) =
a2 (R − P )

Mc c22 ζ
2

;

(7.34)

или 
ws(x, y, 0)− wf (x, y, 0) = 0;

wf (x, y, 0) =
a2 (R − P )

Mc c22 ζ
2

;

(7.35)

2) при заданной амплитуде перемещений
ws(x, y, 0)− wf (x, y, 0) = 0;

ws(x, y, 0) = W.

(7.36)

В первом случае использование уравнений (7.34) предпочтительнее, посколь-
ку в предельном случае (пренебрежимо малыми плотностью и динамической
вязкостью поровой жидкости) результат сводится к решению для вязкоупру-
гого полупространства. В случае (7.36) получаем решение для механического
импеданса (полного сопротивления).

Для определения коэффициентов разложения A2n,2m, B2n,2m, n,m =

= 0, 1, 2, . . . , из (7.34) получаем следующую бесконечную систему линейных
алгебраических уравнений:

0,25A0,0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj1(ξ, η)f(ξ)J2p(ξ)f(αη)J2q(αη)dξdη+

+0,5

∞∑
n=1

nA2n,0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj1(ξ, η)J2n(ξ)J2p(ξ)f(αη)J2q(αη)dξdη+
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+0,5

∞∑
m=1

mA0,2m

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj1(ξ, η)f(ξ)J2p(ξ)J2m(αη)J2q(αη)dξdη+

+

∞∑
n=1

∞∑
m=1

nmA2n,2m

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj1(ξ, η)J2n(ξ)J2p(ξ)J2m(αη)J2q(αη)dξdη−

−0,25α2 B0,0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj 2(ξ, η)g(ξ)J2p(ξ)g(αη)J2q(αη)dξdη+

+0,5α2
∞∑
n=1

nB2n,0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj 2(ξ, η)J2n(ξ)J2p(ξ)g(αη)J2q(αη)ξ−2dξdη+

+0,5α2
∞∑
m=1

mB0,2m

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj 2(ξ, η)g(ξ)J2p(ξ)J2m(αη)J2q(αη)(αη)−2dξdη+

+α2
∞∑
n=1

∞∑
m=1

nmB2n,2m

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Kj 2(ξ, η)

(αξη)2
J2n(ξ)J2p(ξ)J2m(αη)J2q(αη) dξ dη =

= {F}, j = 1, 2; p, l = 0, 1, 2, . . . ,

где обозначено A0,0 = t1; B0,0 = t2;

f(ξ) = sin(ξ)/ξ; lim
ξ→0

f(ξ) = 1;

g(ξ) = [ξ cos(ξ)− sin(ξ)]/ξ3; lim
ξ→0

g(ξ) = −1/3.

Здесь ядра подынтегральных функций определяются выражениями

F (ξ, η)K11(ξ, η) =
∼
ws,1 −

∼
wf,1; ζ2F (ξ, η)K12(ξ, η) = ϑ (

∼
ws,2 −

∼
wf,2);

F (ξ, η)K21(ξ, η) =
∼
ws,1; ζ2F (ξ, η)K22(ξ, η) = ϑ

∼
ws,2 .

Для силовой нагрузки вектор правой части системы уравнений имеет вид

{F} = δp,0 δl,0 δj,2 a(R− P )/(8παMcc
2
2ζ

2), (7.37)

где R – равнодействующая реакции

R = 8µa2α2[A0,0α
−2 − B0,0/9− (B0,2 + B2,0)/12 + B2, 2/16)]. (7.38)

При учете кинематической нагрузки

{F} = δk,0 δl,0 δj,2 W/(8πaα), (7.39)

где W – заданное перемещение.
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Систему уравнений записываем в следующей форме:

0,25A0,0
ja2q

2p + 0,5

∞∑
n=1

nA2n,0
ja2q

2p,2n+

+0,5

∞∑
m=1

mA0,2m
ja2q,2m

2p +

∞∑
n=1

∞∑
m=1

nmA2n,2m
ja2q,2m

2p,2n −

− 0,25α2 B0,0
jb2q

2p + 0,5α2
∞∑
n=1

nB2n,0
jb2q

2p,2n+ (7.40)

+0,5α2
∞∑
m=1

mB0,2m
jb2q,2m

2p + α2
∞∑
n=1

∞∑
m=1

nmB2n,2m
jb2q,2m

2p,2n = {F},

j = 1, 2; p, q = 0, 1, 2, . . . ,

где комплексные коэффициенты a и b должны быть вычислены как двойные
интегралы.

Далее будем ссылаться на интегралы с разными подынтегральными выра-
жениями, содержащиеся в коэффициентах системы (7.40) по номерам от 1 до
16, обозначив их как указано в табл. 7.1

Табл. 7.1. Нумерация интегралов, входящих в коэффициенты системы
(7.40)

№ Коэф. № Коэф. № Коэф. № Коэф.

1 1a 2q,2m
2p,2n 5 1a 2q

2p,2n 9 2a 2q,2m
2p,2n 13 2a 2q

2p,2n

2 1b 2q,2m
2p,2n 6 1b 2q

2p,2n 10 2b 2q,2m
2p,2n 14 2b 2q

2p,2n

3 1a 2q,2m
2p 7 1a 2q

2p 11 2a 2q,2m
2p 15 2a 2q

2p

4 1b 2q,2m
2p 8 1b 2q

2p 12 2b 2q,2m
2p 16 2b 2q

2p

При численном решении задачи определяющим этапом является точная
оценка интегралов в рассматриваемых коэффициентах. Использовано выделе-
ние асимптотических составляющих, а также применены известные методы
вычисления интегралов с осциллирующими подынтегральными выражениями
в форме бесконечных рядов.

Выражения для интегралов коэффициентов, входящих в систему (7.40), со-
гласно нумерации табл. 7.1, следующие (здесь j = 1, 2 по порядку упоминания
интегралов в парах):
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интегралы 7, 15:

ja 2q
2p =

ζ

4

∞∫
0

Rj, 1 χ

Φ(χ)
I7(χ, ζ, p, q) dχ; (7.41)

интегралы 5, 13:

ja 2q
2p,2n =

ζ

4

∞∫
0

Rj, 1 χ

Φ(χ)
I5(χ, ζ, n, p, q) dχ; (7.42)

интегралы 3, 11:

ja 2q,2m
2p =

ζ

4

∞∫
0

Rj, 1 χ

Φ(χ)
I3(χ, ζ, p,m, q) dχ (7.43)

интегралы 1, 9:

ja 2q,2m
2p,2n =

ζ

4

∞∫
0

Rj, 1 χ

Φ(χ)
I1(χ, ζ, n, p,m, q) dχ; (7.44)

интегралы 8, 16:

jb 2q
2p = α2ϑ

ζ

4

∞∫
0

χRj, 2
Φ(χ)

I8(χ, ζ, p, q) dχ; (7.45)

интегралы 6, 14:

jb 2q
2n,2p = α2ϑ

ζ

4

∞∫
0

Rj, 2 χ

Φ(χ)
dχ; (7.46)

интегралы 4, 12:

jb 2m,2q
2p = α2ϑ

ζ

4

∞∫
0

Rj, 2 χ

Φ(χ)
I4(χ, ζ, p,m, q) dχ; (7.47)

интегралы 2, 10:

jb 2m,2q
2n,2p = α2ϑ

ζ

4

∞∫
0

Rj, 2 χ

Φ(χ)
I2(χ, ζ, n, p,m, q) dχ, (7.48)
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где имеется 8 различных внутренних интегралов:

I7(χ, ζ, p, q) =

π/2∫
0

sin(ϕ1)

ϕ1
J2p(ϕ1)

sin(ϕ2)

ϕ2
J2q(ϕ2) dϕ; (7.49)

I5(χ, ζ, n, p, q) =

π/2∫
0

J2n(ϕ1) J2p(ϕ1)
sin(ϕ2)

ϕ2
J2q(ϕ2) dϕ; (7.50)

I3(χ, ζ, p,m, q) =

π/2∫
0

sin(ϕ1)

ϕ1
J2p(ϕ1) J2m(ϕ2)J2q(ϕ2) dϕ; (7.51)

I1(χ, ζ, n, p,m, q) =

π/2∫
0

J2n(ϕ1)J2p(ϕ1)J2m(ϕ2)J2q(ϕ2) dϕ; (7.52)

I8(χ, ζ, p, q) =

π/2∫
0

ϕ1 cos(ϕ1)− sin(ϕ1)

ϕ3
1

J2p(ϕ1)×

× ϕ2 cos(ϕ2)− sin(ϕ2)

ϕ3
2

J2q(ϕ2) dϕ; (7.53)

I6(χ, ζ, n, p, q) =

π/2∫
0

J2n(ϕ1)

ϕ1

J2p(ϕ1)

ϕ1

ϕ2 cos(ϕ2)− sin(ϕ2)

ϕ3
2

J2q(ϕ2) dϕ; (7.54)

I4(χ, ζ, p,m, q) =

π/2∫
0

ϕ1 cos(ϕ1)− sin(ϕ1)

ϕ3
1

J2p(ϕ1)×

× J2m(ϕ2)

ϕ2

J2q(ϕ2)

ϕ2
dϕ; (7.55)

I2(χ, ζ, n, p,m, q) =

π/2∫
0

J2n(ϕ1)

ϕ1

J2k(ϕ1)

ϕ1

J2m(ϕ2)

ϕ2

J2q(ϕ2)

ϕ2
dϕ; (7.56)

и введены обозначения

ϕ1 = χ ζ sinϕ; ϕ2 = αχ ζ cosϕ;

R11 = −β2
3 [−α1n2(1−M1) + α2n1(1−M2)]−

−2χ2[α2n1(M2 −M3)− α1n2(M1 −M3)];
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R12 = β2
3 [α1(χ2 −m2 − qn2)− α2(χ2 −m1 − qn1)]− 2χ2α1α2α3(M1 −M2)−

−2α2(χ2 −m1 − qn1)[M2(χ2 − 0,5β2
3)− χ2M3]+

+2α1(χ2 −m2 − qn2)[M1(χ2 − 0,5β2
3)− χ2M3];

R21 = −β2
3(n1α2−n2α1); R22 = β2

3{α1[χ2−(m2+qn2)]−α2[χ2−(m1+qn1)]}.

Выделены постоянные при χ→∞ выражения для следующих функций в
подынтегральных функциях:
для интегралов 1, 3, 5, 7:

w11 = lim
χ→∞

R11 = n1β
2
2 (M2 −M3)− n2β

2
1 (M1 −M3)−

−β2
3 [n1(1−M2)− n2(1−M1)] ;

для интегралов 2, 4, 6, 8:

w12 = lim
χ→∞

R12 = 2
{[
β2

2/2− (m2 + qn2)
]

(M1 −M3)−

−
[
β2

1/2− (m1 + qn1)
]

(M2 −M3)
}

;

для интегралов 9, 11, 13, 15:

w21 = lim
χ→∞

R21 = −β2
3(n1 − n2);

для интегралов 10, 12, 14, 16:

w22 = lim
χ→∞

R22 = β2
3

[
0,5
(
β2

2 − β2
1

)
+m1 −m2 + q(n1 − n2)

]
и для знаменателя

wz = lim
χ→∞

Φ(χ) = 0,5n1β
2
2 − 0,5n2β

2
1 − n1m2 + n2m1.

Полученные асимптотические выражения имеют действительные значения
и используются для вычисления интегралов при достаточно больших значени-
ях переменной интегрирования (χ > 500).

При вычислении интегралов применяются: для внешнего интеграла – про-
цедура оценки интеграла с верхним бесконечным пределом с использованием
адаптивной процедуры (на основе квадратурной формулы Ньютона-Котеса)
или квадратурной формулы Гаусса, модифицированные для случая комплекс-
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ной подынтегральной функции; для внутреннего интеграла – методика, опи-
санная ниже.

Коэффициенты матрицы представлены двойными интегралами, которые
имеют сильно осциллирующие подынтегральные функции во внутренних инте-
гралах, численная оценка таких внутренних интегралов возможна при их вы-
числении в виде сумм на основе квадратурной формулы с весовой функцией
Якоби ( [148, формула (3.2.4)], [145, с. 453]):

1∫
−1

f(x)√
1− x2

dx =
π

K

K∑
k=1

f($) +Rn(f), (7.57)

где cos ($) – нули полиномов Чебышева 1-го рода TK ; $ = π
2k − 1

2K
;

Rn(f) =
π

2 2n−1 2n!
f(κ), (−1 ≤ κ ≤ 1).

Этот способ вычисления подобных интегралов был предложен в [233, формула
(1.153)].

Внутренние интегралы в формулах (7.49)–(7.56) приводятся к виду, со-
ответствующему формуле (7.57) после замены переменных sinψ = θ, dϕ =

= cosψ dψ, cosψ =
√

1− θ2. Тогда с использованием формулы замены пере-
менных интегрирования (интегрирование подстановкой, [140, с. 114]) получаем

π/2∫
0

f [sin(ψ), cos(ψ)]

cos(ψ)
cos(ψ) dψ =

=

sin(π/2)∫
sin(0)

f(θ)√
1− θ2

dθ =

1∫
0

f(θ)√
1− θ2

dθ. (7.58)

Половина интеграла для четных функций f(x) в интервале (0, 1) равна поло-
вине последней суммы

1∫
0

f(x)√
1− x2

dx =
π

2K

K∑
k=1

f($). (7.59)

Все рассматриваемые здесь функции f($) являются четными. В последней
сумме при четном K слагаемые с номерами k = i и k = K+ 1− i равны [188],
поэтому для вычисления интеграла при четном K достаточно вычислить и
просуммировать первую половину членов ряда и удвоить результат.

Вычисления при α = 1 значительно сокращаются. Для интегралов I1, I2, I7
и I8 в случае равенства в подынтегральном выражении индексов всех функций
Бесселя число членов сумм уменьшается вдвое, а результат просто удваивает-
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ся. Кроме того, при α = 1 нет необходимости вычислять интегралы, имеющие
одинаковые значения, например, ja 2

0 = ja 0
2. При этом объем вычислений мо-

жет быть уменьшен в три-четыре раза (в зависимости от N).
Здесь величина K должна быть установлена в результате численных экс-

периментов, достаточно было принять K ≥ 64.
Таким образом, для вычисления используется формула, позволяющая

при оценке внутреннего интеграла выполнять интегрирование осциллирующей
функции вычислением суммы

I1(χ, ζ, α, n, p,m, q) =

=

π/2∫
0

J2n(ζχ sinϕ) J2p(ζχ sinϕ) J2m(ζχα cosϕ) J2q(ζχα cosϕ) dϕ =

=

1∫
0

J2n(χζ cos$) J2n(χζ cos$) J2n(χζα sin$)
J2n(χζα sin$)

sin$
d$ ≈

≈ π

K

K/2∑
k=1

J2n(ξ1)J2p(ξ1)J2m(ξ2)J2q(ξ2). (7.60)

Для вычисления других внутренних интегралов получены формулы

I2(χ, ζ, α, n, p,m, q) =

=

π/2∫
0

J2n(ζχ sinϕ)

ζχ sinϕ

J2p(ζχ sinϕ)

ζχ sinϕ

J2m(ζχα cosϕ)

ζχα cosϕ

J2q(ζχα cosϕ)

ζχα cosϕ
dϕ =

=

1∫
0

J2n(χζ cos$)

χζ cos$

J2p(χζ cos$)

χζ cos$

J2m(χζα sin$)

χζα sin$

J2q(χζα sin$)

χζα sin2 $
d$ ≈

≈ π

K

K/2∑
k=1

J2n(ξ1)

ξ1

J2p(ξ1)

ξ1

J2m(ξ2)

ξ2

J2q(ξ2)

ξ2
;

I3(χ, ζ, α, p,m, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

sin(ξ1)

ξ1
J2p(ξ1)J2m(ξ2)J2q(ξ2);

I4(χ, ζ, α, p,m, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

χ(ξ1) J2p(ξ1)
J2m(ξ2)

ξ2

J2q(ξ2)

ξ2
;
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I5(χ, ζ, α, n, p, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

J2n(ξ1)J2p(ξ1)
sin(ξ2)

ξ2
J2q(ξ2);

I6(χ, ζ, α, n, p, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

J2n(ξ1)

ξ1

J2p(ξ1)

ξ1
χ(ξ2) J2q(ξ2);

I7(χ, ζ, α, p, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

sin(ξ1)

ξ1
J2p(ξ1)

sin(ξ2)

ξ2
J2q(ξ2);

I8(χ, ζ, α, p, q) ≈ π

K

K/2∑
k=1

χ1J2p(ξ1)χ2J2q(ξ2),

где ξ1 = χ ζ cos$; ξ2 = χ ζα sin$;

χl =
ξ l cos(ξ l)− sin(ξ l)

ξ3
l

; lim
ξ l→0

χl = −1/3, l = 1, 2.

Подынтегральные функции интегралов при χ� 1 осциллируют с частотой
πχ/(2ζ).

В работе V. Gerasik и M. Stastna [354] представлены формулы

M1 = −m2

n2
; M2 = −m1

n1
,

s 22 M1 M2 + s 12 (M1 +M2) + s 11,

которые удобно использовать для контроля численного решения. Здесь s 11,

s 12, s 22 – безразмерные коэффициенты (1.46) [316].
Для определения безразмерных контактных напряжений (7.21) получены

выражения

q1(x, y) =
16

απ2
√

1− x2
√

1− (y/α)2
×

×
∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)n+m nm A2n, 2m T2n(x)T2m(y/α) +

+
4

απ

[
1√

1− (y/α)2

∞∑
m=1

(−1)mm A0, 2m T2m(y/α) +

+
1√

1− x2

∞∑
n=1

(−1)n n A2n, 0 T2n(x)

]
+ A0,0 /α, (7.61)
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q2(x, y) =
α
√

1− x2
√

1− (y/α)2

π2

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(−1)n+m B2n, 2m

(4n2 − 1) (4m2 − 1)
×

× [(2n− 1)U2n(x)− (2n+ 1)U2n−2(x)] ×

× [(2m− 1)U2m(y/α)− (2m+ 1)U2m−2(y/α)]−

−
α (1− x2)

√
1− (y/α)2

2π

∞∑
m=1

(−1)m B0, 2m

(4m2 − 1)
×

× [(2m− 1)U2m(y/α)− (2m+ 1)U2m−2(y/α)]−

−
α [1− (y/α)2]

√
(1− x2)

2π

∞∑
n=1

(−1)n B2n, 0

(4n2 − 1)
×

× [(2n− 1)U2n(x)− (2n+ 1)U2n−2(x)]−

− α (1− x2) [1− (y/α)2]

4
B0,0. (7.62)

Вычисление коэффициентов матрицы системы при заданной частоте тре-
бует значительных затрат времени, поэтому необходимо ограничиться обосно-
ванным числом членов ряда. Величины коэффициентов, содержащих произ-
ведения функции Бесселя, уменьшаются с увеличением индексов. Решение си-
стемы уравнений выполнялось методом улучшенной редукции, и в результате
численных экспериментов при удержании от 3 до 7 членов рядов в разложениях
показана удовлетворительная сходимость результатов. Необходимо учитывать
более трех членов рядов при малой частоте для определения реакций фаз и
перемещения.

Необходимое число членов ряда для нахождения распределения эффек-
тивных напряжений и порового давления под подошвой с необходимой точно-
стью установить не удается, даже при N = 11, когда расчет требует значи-
тельных затрат времени, распределение оказывается неравномерным. Следу-
ет отметить, что рассматривая контактную задачу теории консолидации во-
донасыщенной среды основе уравнений Био без учета инерционных членов,
В. Керчман [128,129] отметил, что в случае действия нагрузки в виде функции
Хевисайда в начале процесса консолидации вследствие возникающих больших
гидродинамических напоров контактные напряжения изменяются очень быст-
ро, увеличиваясь вблизи середины штампа и уменьшаясь около краев.



Ве
рс

ия
19

ян
ва

ря
20

17
г. c©

А.
М

. Г
ом

ил
ко

, О
.А

. С
ав

иц
ки

й,
А.

Н.
Тр

оф
им

чу
к

364 МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ. ПУНЖ ОСНОВАНИЕ

Параметры двухфазной среды для расчетов, представленных в последу-
ющих пунктах, взяты из работ [368, 382]: k f = 2,54 · 10−4 м/с; A =

= 4,325 · 108 Па; ϑ = 0,48; ν = 0,3; λp = 1,47 · 108 Па; K0 = 2 · 108 Па;
Kr = 34 · 109 Па; µp = 9,794 · 107 Па; ρs = 2670 кг/м3; ρf = 990 кг/м3;
θ0 = 0,001 Н с/ м2; ρ12 = 0.

7.2.3 Расчет импеданса основания

Механический импеданс (динамическая реакция [253]) для невесомого
штампа представляет собой комплексную функцию частоты, реакцию при пе-
ремещении единичной амплитуды. Импеданс дает интегральное представление
реакции среды для площади контакта с заданными размерами и граничными
условиями при установившихся колебаниях.

Согласно [353] импеданс выражается формулой

Z = k + i ωc, (7.63)

в которой k и c – функции частоты, аналогичные функциям (7.1) и (7.2). Дей-
ствительная часть k, называемая “динамической жесткостью”, отражает упру-
гую жесткость грунта основания. Ее зависимость от частоты определяется,
в основном, инерционными свойствами, поскольку свойства грунта практиче-
ски не зависят от частоты в рассматриваемом здесь сейсмическом диапазоне
(с максимальной частотой 33 Гц, [24, 98]). В мнимой части ωc присутствует
“коэффициент демпфирования” c. Он учитывает эффекты излучения упругих
волн и гистерезисного демпфирования в материале основания. Уравнение в
форме (7.63) предполагается для каждой моды колебаний.

Методики расчетов с использованием функций импеданса и обратным им
функциям податливости находят применение для системы фундамент-основа-
ние при анализе динамики и сейсмостойкости сооружений [285,333] и моделей
блоков АЭС [346,423].

В качестве контрольного примера был выполнен расчет по методике пунк-
та 7.2.2 для набора параметров, представленных выше (см. с. 364). Получен-
ные графики (для функции податливости, обратной импедансу) совпадают с
графиками из [368], приведенными на рис. 7.1 (с. 344).

В [368] представлены также соответствующие результаты для вращатель-
ных колебаний.

Колебания прямоугольного штампа с дренированной подошвой рассматри-
вались в монографии [266]. Пример для упругого полупространства, выпол-
ненный В. М. Сеймовым и приведенный ниже для сравнения, взят из моно-
графии [233] и получен при ν = 0,3 и α = 1.

Переменными для численного анализа приняты коэффициент фильтрации,
размеры подошвы штампа (длина и соотношение сторон), коэффициент Пуас-
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сона, пористость. Переход к модели упругой (однофазной) среды осуществля-
ется уменьшением значения плотности поровой жидкости.

Согласно уравнению (1.45) (с. 21) и формулам (1.51), на результаты ре-
шения задачи, в отличие от случая упругой однофазной среды, влияет зави-
симость от частоты скоростей волн и от размеров площадки контакта. Ниже
выполняется анализ расчетных данных, полученных при варьировании осред-
ненного коэффициента фильтрации kf , коэффициента Пуассона νp при задан-
ном N , ширины подошвы фундамента a. Для весомого штампа, при действии
силовой нагрузки, обычно варьируется масса фундамента, а изменение осталь-
ных параметров проявляется не так заметно.

На рис. 7.4 (с. 366) представлены графики действительных и мнимых ча-
стей импеданса ReR0, ImR0, а также составляющие реакций твердого скелета
ReRs, ImRs и поровой жидкости ReRf , ImRf . Действительная часть импедан-
са имеет конечную величину при ζ → 0, сохраняя почти постоянное значение
до частоты ζ = 1. При увеличении частоты воздействия ReR0 уменьшается и
меняет знак. Мнимая часть импеданса с увеличением частоты возрастает от 0
практически линейно. Равнодействующая эффективных напряжений ReRs из-
меняется с частотой, принимая максимальное значение при ζ → 0 и сохраняет,
согласно численным результатам, положительное значение.

Результаты вычисления импеданса под осесимметричными фундаментами
различной формы, заглубленными в ПУНЖ полупространство, рассчитанные
методом граничных элементов, представлены в статье [419]. Реакция основа-
ния при колебаниях осесимметричного и прямоугольного невесомых штампов
при единичной амплитуде подобна, данные можно сравнивать для прямоуголь-
ного штампа на поверхности и круглого штампа с непроницаемой подошвой,
заглубленного на половину радиуса подошвы (рис. 7.5). При сравнении гра-
фиков на рис. 7.4 (кривые 1 и 2) и рис. 7.5 (штриховые линии) отмечается
удовлетворительное соответствие. В отличие от работы [419] представленная
здесь методика на основе метода ортогональных полиномов позволяет разде-
лять реакции фаз. Жесткость ПУНЖ основания существенно отличается от
упругого. Жесткость твердого скелета соответствует жесткости упругого полу-
пространства. Составляющая жесткости жидкой фазы принимает с возраста-
нием частоты отрицательное значение, что и объясняет различие кривых Re

на левом графике рис. 7.5. При a = 10 м и c2 = 265 м/с максимальная ча-
стота ζ = 10 на графиках соответствует частоте fmax = 42 Гц. Существенное
различие между насыщенной жидкостью средой и ненасыщенной отмечается
при частоте f > 12 Гц (ζ > 2,5).

Влияние изменения коэффициента Пуассона твердого скелета в пределах
характерных значений для песчаного грунта ν = 0,25; ν = 0,30 и ν = 0,35

на жесткость основания ReR0 (кривые серого цвета) и вклад фаз а) ReRS ,
б) ReRf (кривые черного цвета) показано на рис. 7.6 (с. 367). Графики
рис. 7.6.в и рис. 7.6.г иллюстрируют изменение с частотой коэффициента
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Рис. 7.4. Вертикальный импеданс квадратного штампа и составляющие
импедансов фаз

Рис. 7.5. Изменение с частотой импеданса Z цилиндрического фунда-
мента с проницаемой (сплошные линии) и непроницаемой (штриховые
линии) подошвой [419]

демпфирования (затухания) ImR0/ζ (кривые изображены серым цветом) и
его составляющих для фаз (кривые черного цвета).

С увеличением коэффициента Пуассона жесткость возрастает, а затухание
снижается.

На графиках рис. 7.4 (с. 366), и далее на рис. 7.7 (с. 369), рис. 7.8 (с. 370),
рис. 7.9 (с. 370) видно, что для непроницаемой подошвы жесткость в некото-
рых диапазонах частоты принимает отрицательные значения, что можно объ-
яснить отрицательным значением составляющей порового давления (“приса-
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Рис. 7.6. Сравнение жесткости, коэффициента демпфирования и их
составляющих для фаз при значениях коэффициента Пуассона ν =
= 0,25; 0,30; 0,35
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сывание” подошвы к основанию). Здесь следует учесть, что рассматриваемые
функции описывают условную реакцию невесомого штампа, совершающего
гармонические колебания с единичной амплитудой перемещения.

В данной методике не учитывается заглубление фундамента, которое, по
расчетным данным [311, 419] приводит к увеличению жесткости основания
ReR0. При этом также существенно увеличивается и коэффициент демпфиро-
вания ImR0/ζ.

Графики рис. 7.7.в и рис. 7.7.г иллюстрируют изменение с частотой коэф-
фициента демпфирования (затухания) ImR0/ζ и его составляющих для фаз
в) твердой и г) жидкой c изменением пористости.

Расчеты для квадратных штампов разной ширины a = 1 м и a = 10 м
показали, что в этом случае жесткость основания для штампа бо́льшей пло-
щади, как следует из рис. 7.8 (с. 370), будет немного выше. При этом вклад
жидкой фазы с увеличением площади увеличивается, а твердой – уменьшает-
ся. Результаты для затухания здесь не приводятся, обнаруживается небольшое
увеличение коэффициента затухания при 1 < ζ < 3 для штампа бо́льшей пло-
щади.

Графики на рис. 7.9 (см. с. 370) построены для значений коэффициента
фильтрации kf = 2,54 · 10−4 м/с; 12,40 · 10−4 м/с; 24,50 · 10−4 м/с. Как и в
других работах, здесь показано, что реактивные усилия ПУНЖ среды мало
изменяются при значительном изменении величины коэффициента фильтра-
ции kf . При этом заметно меняется распределение реакции между фазами. С
увеличением kf значения жесткости твердой фазы приближается к жесткости
упругой однофазной среды. .

Графики на рис. 7.7 рассчитаны для ряда значений пористости ϑ =

= 0,48; 0,38; 0,28. При этом плотность основания изменяется соответственно
как % = 1864 кг/м3; 2032 кг/м3; 2200 кг/м3.

При расчетах с учетом параметра динамической связи фаз, “добавленной
плотности”, для ρ12 = −150 кг/м3 и ρ12 = 0 различий величин жесткости и
демпфирования не обнаружено, что соответствует результатам других авторов
[373].
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Рис. 7.7. Сравнение характеристики коэффициента демпфирования и
составляющих для фаз при значениях пористости ϑ = 0,48; 0,38; 0,28
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Рис. 7.8. Жесткость и ее составляющие для фаз для квадратных штам-
пов при a = 1 м и a = 10 м

Рис. 7.9. Сравнение жесткости и ее составляющие для фаз при значе-
ниях kf = 2,54 · 10−4 м/с; 12,70 · 10−4 м/с; 25,40 · 10−4 м/с
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7.2.4 Расчет реакций с учетом массы штампа

Рассматриваются результаты, полученные при решении системы (7.40) с
правой частью (7.34) и равнодействующей реакции основания (7.38).

Свойства ПУНЖ полупространства в предельном случае должны соответ-
ствовать свойствам упругого полупространства. Поэтому на численных приме-
рах проводится сравнение результатов с решением задачи о колебаниях пря-
моугольного штампа на упругом полупространстве на основе методики рабо-
ты [233]. Для этого можно задать соответствующее силовое воздействие в
системе (7.40). При нагрузке от вертикальной силы P (t) = P exp (iζt) правая
часть системы уравнений имеет вид δk,0 δl,0 δj,2 P/(π2αa2) (см. [233, (1.140)]).
Преобразуем слагаемые нагрузки и реакции неоднородного уравнения таким
образом, чтобы в его правой части выделить P/(π2αa2). Тогда слагаемое на-
грузки принимает вид

−1

8µπζ2ms

P

π2αa2
,

а слагаемое реакции

−1

8µπζ2ms
8µ

(
−1

α
A 0,0 +

α

9
B 0,0 +

α

12
B 0,1 +

α

12
B 1,0 +

−α
16
B 1,1

)
.

Обезразмеривая реакцию величиной P/(π2αa2), приводим систему к виду,
при котором правая часть неоднородного уравнения равна 1.

Таким образом, для оценки достоверности служит также сравнение реак-
ции в предельном случае с соответствующей реакцией упругого полупростран-
ства, например, с результатами В. М. Сеймова [233, с. 40, табл. 1].

Результаты расчетов по модели Био с параметрами, приведенными на
с. 364, при отсутствии поровой жидкости обозначены цифрой 1 и меткой |A0,0|,
а c заполненными жидкостью порами – цифрой 3 и меткой |R0|. На графике
кривая для упругого полупространства из [233] обозначена как |A0,0h| (кри-
вая 2). Результаты расчетов по разным моделям хорошо согласуются. Модуль
реакции ПУНЖ полупространства вследствие инерционного взаимодействия
штампа и основания с увеличением частоты возрастает от статического зна-
чения до определенной частоты ζm, на которой отмечается максимум, а при
дальнейшем увеличении частоты модуль реакции уменьшается. Присутствие
поровой жидкости снижает амплитуду колебаний в окрестности ζm. Для реак-
ций фаз при всех вариантах расчетов установлено, что фаза общей реакции
и реакции поровой жидкости совпадают. Соотношение модулей реакций фаз
|Rs| и |Rf | зависит от частоты.

При сравнении модулей и аргументов реакций для штампов при размерах
рядов N = 4÷7 отмечается незначительное различие реакций фаз при разных
N , а общая реакция при этом практически не изменяется.
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Рис. 7.10. Модули и аргументы реакции: 1 - упругого, 2 - вязкоупругого
и 3 - пористоупругого полупространства при ms = 0,576 и N = 3

Соотношение реакций фаз при ζ → 0 показано на рис. 7.11, модуль реакции
твердой фазы стремится к статической реакции, а жидкой – к 0. Фазы общей
реакции и равнодействующей реакции жидкой фазы совпадают.

Рассмотрено влияние проницаемости (коэффициента фильтрации kf ) на
реакцию основания. Результаты расчета на примере системы с ms = 0,885

при kf = 1, 27 · 10−4 м/с и kf = 5,08 · 10−4 м/с показаны на рис. 7.12 (с. 373).
Общая реакция практически не изменяется при изменении проницаемости,
незначительно уменьшаясь при увеличении kf . При этом увеличивается доля
твердой фазы в реакции основания при низких частотах и на частоте ζm. Ар-
гументы общей реакции и реакции поровой жидкости практически совпадают.
Аргумент реакции твердой фазы с увеличением kf уменьшается.

Перемещение w1 массивного штампа при силовом воздействии можно
определить по формуле

sw1(ζ) =
sP (ζ)− sR(ζ)

π2aµ ζ2ms
. (7.64)
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Рис. 7.11. Модули и аргументы реакции ПУНЖ полупространства при
0 < ζ < 0, 1 (ms = 0,443, N = 3)

Рис. 7.12. Модули и аргументы реакции ПУНЖ полупространства при
kf = 0,000127 м/с и kf = 0,000508 м/с (ms = 0,885, N = 4)
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7.3 Динамика фундамента на слое водонасыщенного грунта

Вертикальные вынужденные колебания непроницаемого жесткого штампа
(полосы) на пористоупругом насыщенном жидкостью (ПУНЖ) слое с защем-
ленной нижней гранью в условиях плоской деформации (рис. 7.13) рассматри-
ваются для выполнения численного моделирования динамического взаимодей-
ствия малозаглубленного ленточного фундамента с насыщенным водой грун-
товым слоем на жестком подстилающем основании.

Рис. 7.13. Геометрия задачи о
полосе на слое

Распространению волн в упругих слое
и стратифицированном полупространстве
а также задачам о колебаниях штампов на
упругом слое посвящены работы [12,14,42,
44,149,150,238,250,272,300] и др.

В монографиях [12,44] для решения за-
дач о жестких щтампах на среде с упруги-
ми и более сложными свойствами рассмот-
рены методы построения матрицы-симво-
ла Грина для упругих слоистых сред. При-
ведены примеры расчетов импедансных
функций для слоистого упругого основа-

ния и характеристик колебаний при взаимодействия массивных штампов на
слоистом основании. В [44, гл. 5] подробно рассмотрена теория низкочастот-
ных (ниже частоты, при которой в слое распространяются волны) резонансов
(изолированных, В-резонансов), при которых амплитуда колебаний принима-
ет бесконечное значение для массивных штампов на упругом слое (или пакете
слоев), сцепленных с недеформируемым основанием.

В работе [93] приведено решение линейной задачи о гармонических ко-
лебаниях вязкоупругого слоя, нагруженного плоским круговым штампом при
условиях полного прилипания и гладкого контакта.

Импеданс круглого жесткого штампа для упругого слоя на полупростран-
стве рассматривался в работе [390]. На численных примерах установлено, что
влияние слоистости наиболее заметно проявляется при вертикальных колеба-
ниях.

В статье В. Д. Кубенко [149] построено аналитическое решение плоской
задачи о действии нестационарной нагрузки на поверхность упругого слоя в
условиях смешанной краевой задачи на каждой граничной поверхности: на од-
ной из границ задана действующая нагрузка в виде нормального напряжения
и касательное перемещение, тогда как на другой границе условия состоят в от-
сутствии нормального перемещения и касательного напряжения. Применены
интегральные преобразования Лапласа и Фурье, обращение которых выпол-
нено точно. Рассмотрен случай нагрузки, приложенной к области постоянных
размеров. Проанализированы характерные особенности волновых процессов.
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Решение подобных задач для анализа взаимодействия сооружений с водо-
насыщенным грунтовым основанием было получено методами граничных эле-
ментов, например, [310, 388] и конечных элементов [327, 328, 391]. Сравнение
результатов использования этих двух методов было выполнено в статье [373].

Колебания штампов с проницаемой подошвой на слоистом ПУНЖ основа-
нии в двумерном случае рассматривались в статье [260].

В монографии [266] представлены решения осесимметричных задач для
ПУНЖ слоя при заданной распределенной нагрузке и для ПУНЖ слоя, распо-
ложенного между упругими слоем и полупространством. Контактные задачи
не рассматривались.

Задачи определения динамической жесткости упругих слоистых сред рас-
смотрены в [12]. Динамическая жесткость слоистых, градиентно-неоднородных
и преднапряженных упругих и гиперупругих сред (плоские и осесимметричные
задачи) изучается в работe В. В. Калинчука и Т. И. Белянковой [124].

Здесь на основе решения контактной задачи для гармонических колеба-
ний непроницаемой жесткой полосы на ПУНЖ полуплоскости, приведенного
в [266, § 3.4], определяются импеданс или реакция более сложного основания
в виде ПУНЖ слоя с защемленной тыльной гранью в зависимости от частоты
вынужденных колебаний, геометрических и физических параметров модели.
При этом оценивается вклад каждой из фаз, могут быть проанализированы
данные о распределении контактных эффективных напряжений и порового дав-
ления. Постановка задачи соответствует задаче Iш по классификации моногра-
фии [42, § 20], в которой также рассматривались решения с использованием
метода ортогональных полиномов (§ 26).

Предварительные результаты были опубликованы в статье [225].

7.3.1 Перемещения свободной грани слоя от вертикальной рас-
пределенной нагрузки

Для решения динамической контактной задачи найдем перемещения по-
верхности слоистого ПУНЖ основания при действии на него симметричной
относительно оси Osx распределенной нагрузки на твердую фазу p 1 и на жид-
кую фазу p 2. Некоторые предпосылки для постановки задачи представлены
в § 4.5.

Безразмерные переменные введены по формулам x = sx/a, y = sy/a, H =

= sH/a.
Уравнения феноменологической модели Био в двумерном случае представ-

лены в [266, § 3.1]. Векторы перемещений твердой фазы ~u и поровой жидкости
~U определяются как

~u = ∇ϕ1 +∇× {ψ1 ~ey}, ~U = ∇ϕ2 +∇× {ψ2 ~ey},

ϕ1 = Φ1 + Φ2, ϕ2 = M1 Φ1 +M2 Φ2, ψ1 = Ψ, ψ2 = M3 Ψ.
(7.65)
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Рассматриваются гармонические колебания с круговой частотой ω = 2πf.

Гармонический множитель exp (i ω st ) далее опускаем.
Здесь скалярные функции Φ1, Φ2, Ψ являются решениями уравнений

Гельмгольца

(∆ + k2
j ) Φj = 0, j = 1, 2 ; (∆ + k2

3) Ψ = 0,

где ∆ – оператор Лапласа, с безразмерными волновыми числами

k2
j = ζ2 c

2
2

c2
zj , j = 1, 2 ; k2

3 = ζ2 ρe c
2
2

N [Γ11 +M3 Γ12 + i γβ (1−M3)] ,

а обозначения описаны в пункте 1.3.2.
В среде распространяются продольные волны первого и второго рода и

поперечная волна. В модели Био скорость этих волн зависит от частоты воз-
действия [316].

Перемещения твердой и жидкой фаз определяются соответственно из фор-
мул [266]:

us =
∂Φ1

∂x
+
∂Φ2

∂x
+
∂Ψ

∂y
; ws =

∂Φ1

∂y
+
∂Φ2

∂y
− ∂Ψ

∂x
; (7.66)

uf = M1
∂Φ1

∂x
+M2

∂Φ2

∂x
+M3

∂Ψ

∂y
; wf = M1

∂Φ1

∂y
+M2

∂Φ2

∂y
−M3

∂Ψ

∂x
. (7.67)

Используются также представления (с учетом обозначений (7.22)) для:
компонент эффективных напряжений

σefx
2µ

=
∂

∂x

(
∂Φ1

∂x
+
∂Φ2

∂x
+
∂Ψ

∂ y

)
− ζ2(m1 − β2

1) Φ1 − ζ2(m2 − β2
2) Φ2, (7.68)

σefy
2µ

=
∂

∂ y

(
∂Φ1

∂ y
+
∂Φ2

∂ y
− ∂Ψ

∂ y

)
− ζ2(m1 − β2

1) Φ1 − ζ2(m2 − β2
2) Φ2, (7.69)

касательных напряжений

τx
2µ

=
∂2

∂x ∂ y
(Φ1 + Φ2) +

1

2

(
∂2Ψ

∂ y2
− ∂2Ψ

∂x2

)
(7.70)

и сил, действующих на поровую жидкость по единичной площадке поперечного
сечения ПУНЖ среды

σf

2µ
= −ζ2 (n1 Φ1 + n2 Φ2) . (7.71)
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Используется преобразование Фурье по x с параметром ξ. С учетом усло-
вий на бесконечности потенциалы Φ1, Φ2 и Ψ находим в форме

Φ1 = [A1 exp (α1 y) +A3 exp (−α1 y)] exp (i ξ x);

Φ2 = [A2 exp (α2 y) +A4 exp (−α2 y)] exp (i ξ x);

Ψ = i [B1 exp (α3 y) +B2 exp (−α3 y)] exp (i ξ x),

(7.72)

αi =
√
ξ2 − β2

i ζ
2; βi – отношения скоростей волн в двухфазной среде (см.

(1.44), (1.53) ), i = 1, 2, 3;.
Найдем перемещения поверхности при действии симметричных относи-

тельно оси Ox распределенных нагрузок на твердую фазу p 1 и на жидкую
фазу p 2.

Граничные условия при вертикальной нагрузке на обе фазы на свободной
поверхности слоя от непроницаемого штампа и защемлением нижней грани
слоя на глубине H (рис. 7.13) представляются формулами:
- напряжения на грани с нагрузкой (y = 0):

касательное напряжение

τxy = 0 (−∞ < x <∞, y = 0);

нормальное эффективное напряжение

σefy = −p 1 (|x| ≤ 1, y = 0);

давление на жидкую фазу

σfy = ϑ p 2 (|x| ≤ 1, y = 0);

- перемещение фаз на жесткой границе (y = H) :
вертикальное

w s = 0; w f = 0; (−∞ < x <∞);

горизонтальное
u s = 0 (−∞ < x <∞).

Условия на бесконечности заключаются в требовании убывания перемеще-
ний ~u, ~U.

Из граничных условий по формулам (7.68)–(7.71) получена система линей-
ных алгебраических уравнений относительно неизвестных Aj(ξ) (j = 1, 2, ..., 4)
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и Bi(ξ) (i = 1, 2) в виде

2ξα1 2ξα2 −2ξα1 −2ξα2 αξ αξ
o1 o2 o1 o2 ξ α3 −ξ α3

ζ2 n1 ζ2 n2 ζ2 n1 ζ2 n2 0 0

ξ ε1 ξ ε2 ξ κ1 ξ κ2 α3 ε3 −α3 κ3

α1 ε1 α2 ε2 −α1 κ1 −α2 κ2 ξ ε3 ξ κ3

M1 α1 ε1 M2 α2 ε2 −M1 α1 κ1 −M2 α2 κ2 M3 ξ ε3 M3 ξ κ3

A=P, (7.73)

где

A = (A1 A2 A3 A4 B1 B2)T ; P =
(
0 − sP1 ϑ sP2 0 0 0

)T
;

αj =
√
ξ2 − ζ2 β2

j ; εj = exp (αj H); κj = exp (−αj H); sj = εj − κj =

= 2 sh(αjH); cj = εj + κj = 2 ch(αjH), j = 1, 2, 3; αξ = ξ2 + α2
3; oi = ξ2 −

− ζ2(mi + q ni), i = 1, 2; q = (ϑ − 1)/ϑ; sP1 и sP2 – обратные преобразования
Фурье нагрузок на твердую (1) и жидкую (2) фазы основания соответственно:

Pj = sPj(ξ) =
1

2π

∞∫
−∞

p j(x) exp (−i ξ x) dx, j = 1, 2 .

Для решения и дальнейшего анализа использовались компьютерные сим-
вольные преобразования.

Определитель матрицы M системы (7.73) является функцией Рэлея, опи-
сывающей поверхностную волну для слоя с защемленной нижней гранью, и
имеет вид

FR(ξ) = ζ2(M1(α1((2 ξ4c3α3(4n2α2 − c1c2n1α2)−

−(c1α2α3(c2c3 ξβ − 8 ξ2)− ξ2c1s2s3 ξβ )nr+

+4ξ2α2α3cn ξβ + 2ξ2c1n1s2s3α
2
2α

2
3) + α1(2ξ4c3n2s1s2α3−

−2ξ2c2n2s1s3α2α
2
3)))−M2α2(nr(c2α1α3(8 ξ2 − c1c3 ξβ ) + ξ2c2s1s3 ξβ )+

+(4ξ2α1α3 ξβ cn − 8 ξ4c3n1α1α3 + 2 ξ2c2n2α1α3(ξ2c1c3 − s1s3α1α3)−
−2 ξ2n1s2α2α3(ξ2c3s1 − c1s3α1α3)) +M3((−s3 ξβ (c1s2α1 − c2s1α2)−
−8α1α2α3(c1 − c2))ξ2nr + 2 ξ4c3α1α2α3(c1c2 − 4)(n1 + n2)−

− 2 ξ4c3s1s2α3(n2α
2
1 + n1α

2
2))). (7.74)

Определитель подобной системы для осесимметричной нагрузки получен в
[71, (15)].

Решение системы (7.73) получено в виде

FR(ξ)A1(ξ) =
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= P1 ζ
2(M3ξ

2(4α2α3(c2n2α1 − n1s2α2)− κ1(n2s3 ξβ (c2α2 + s2α1)+

+8n2α1α2α3) + 2n1s3α2 ξβ)−M2(α2(4ξ2α3(c2n2α1 − n1s2α2)+

+2ξ2n1s3ξβ)− c2n2α2κ1 ξβ (s3ξ
2 + c3α1α3))+

+M1n2α1κ1(ξβ (ξ2s2s3 − c2c3α2α3) + 8ξ2α2α3))+

+P2 ϑ(M2α2(κ1(az(c2o2(ξ2s3 + c3α1α3)− 4ξ2α1α3)−
−2 ξ2s2α2α3(ξ2c3 + s3α1α3))+

+4ξ2α3(c3α1ξ
2 − c2o2α1 + o1s2α2)−

−2 ξ2o1s3ξβ)−M3ξ
2(κ1(s3 ξβ (c2o2α2 + o2s2α1)−

−2α2α3(ξ2c3(c2α1 + s2α2)− 4o2α1))+

+4α2α3(c3α1ξ
2− c2o2α1 + o1s2α2)− 2o1s3α2 ξβ)+

+M1α1κ1(α2α3(4ξ2(2o2 + ξβ)− c2c3(2 ξ4 + o2 ξβ))+

+ ξ2s2s3(2α2
2α

2
3 + o2 ξβ))); (7.75)

FR(ξ)A2(ξ) = P1 ζ
2(M3ξ

2(4α1α3(c1n1α2 − n2s1α1)−
−κ2(n1s3ξβ(c1α1 + s1α2) + 8n1α1α2α3) + 2n2s3α1ξβ)−

−M1(2ξ2α1(2α3(c1n1α2 − n2s1α1) + n2s3ξβ)− c1n1α1κ2ξβ(s3ξ
2 + c3α2α3))+

+M2n1α2κ2(ξβ(ξ2s1s3 − c1c3α1α3) + 8 ξ2α1α3))+

+P2 ϑ(M1a1(κ2(ξβ(c1o1(s3ξ
2 +c3a2a3)−4ξ2a2a3)−2ξ2s1a1a3(c3ξ

2 +s3a2a3))+

+4ξ2a3(c3a2ξ
2−c1o1a2 +o2s1a1)−2ξ2o2s3ξβ)−M3ξ

2(κ2(o1s3ξβ(c1a1 +s1a2)−
−2a1a3(ξ2c3(c1a2 + s1a1)− 4o1a2))+

+4a1a3(c3a2ξ
2 − c1o1a2 + o2s1a1)− 2o2s3a1ξβ)+

+M2a2κ2(o1(ξβ(ξ2s1s3 − c1c3a1a3) + 8ξ2a1a3)+

+ 4ξ2a1a3ξβ − 2ξ2a1a3(ξ2c1c3 − s1s3a1a3))); (7.76)

FR(ξ)A3(ξ) = P1ζ
2(M3ξ

2(ε1(n2s3ξβ(c2α2 − s2α1)− 8n2α1α2α3)+

+4α2α3(c2n2α1 + n1s2α2)− 2n1s3α2ξβ)−M2(α2(4ξ2α3(c2n2α1 + n1s2α2)−
−2ξ2n1s3ξβ) + c2n2α2ε1ξβ(ξ2s3 − c3α1α3))+

+M1n2α1ε1(ξβ(ξ2s2s3 − c2c3α2α3) + 8ξ2α2α3))+

+P2 ϑ(M3ξ
2(ε1(2α2α3(ξ2c3(c2α1 − s2α2)− 4o2α1) + o2s3ξβ(c2α2 − s2α1))+

+4α2α3(c2o2α1 − c3α1ξ
2 + o1s2α2)− 2o1s3α2ξβ)−

−M2α2(ε1(ξβ(c2o2(ξ2s3 − c3α1α3) + 4ξ2α1α3)− 2ξ2s2α2α3(ξ2c3 − s3α1α3))+

+4ξ2α3(c2o2α1 − c3α1ξ
2 + o1s2α2)− 2ξ2o1s3ξβ)+

+M1α1ε1(α2α3(4ξ2(2o2 + ξβ)− c2c3(2ξ4 + o2ξβ)) + ξ2s2s3(2α2
2α

2
3 + o2ξβ)));

FR(ξ)A4(ξ) = P1ζ
2(M1(2ξ2α1(n2s3ξβ − 2α3(c1n1α2 + n2s1α1))−
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−c1n1α1ε2ξβ(ξ2s3 − c3α2α3))+

+M3ξ
2(ε2(n1s3ξβ(c1α1 − s1α2)− 8n1α1α2α3)+

+4α1α3(c1n1α2 + n2s1α1)− 2n2s3α1ξβ)+

+M2n1α2ε2(ξβ(ξ2s1s3 − c1c3α1α3) + 8ξ2α1α3))+

+P2 ϑ(M3ξ
2(ε2(2α1α3(ξ2c3(c1α2 − s1α1)− 4o1α2) + o1s3ξβ(c1α1 − s1α2))+

+4α1α3(c1o1α2 − c3α2ξ
2 + o2s1α1)− 2o2s3α1ξβ)−

−M1α1(ε2(ξβ(c1o1(ξ2s3 − c3α2α3) + 4ξ2α2α3)− 2ξ2s1α1α3(ξ2c3 − s3α2α3))+

+4ξ2α3(c1o1α2 − c3α2ξ
2 + o2s1α1)− 2ξ2o2s3ξβ)+

+M2α2ε2(o1(ξβ(ξ2s1s3 − c1c3α1α3)+

+ 8 ξ2α1α3) + 4ξ2α1α3ξβ − 2ξ2α1α3(ξ2c1c3 − s1s3α1α3))); (7.77)

FR(ξ)B1(ξ) =

= P1ζ
2(2M3ξ

3κ3(s1s2(n2α
2
1 + n1α

2
2)− α1α2(c1c2− 4)(n1 + n2))−

−2M2ξα2(κ3(4ξ2n1α1 − c2n2α1(c1ξ
2 + s1α1α3)+

+n1s2α2(s1ξ
2 + c1α1α3))− α1ξβcn)−

−2M1ξα1(κ3(4ξ2n2α2 − c1n1α2(c2ξ
2 + s2α2α3)+

+n2s1α1(s2ξ
2 + c2α2α3)) + α2ξβcn))−

−P2ϑ(2M2ξα2(κ3(4ξ2o1α1− c2o2α1(c1ξ
2 + s1α1α3) + o1s2α2(s1ξ

2 + c1α1α3))−
−α1ξβcr + 2ξ2α1α3(s1α1 − s2α2))+

+2M1ξα1(κ3(4ξ2o2α2 − c1o1α2(c2ξ
2 + s2α2α3) + o2s1α1(s2ξ

2 + c2α2α3))+

+α2(ξβcr − 2ξ2α3(s1α1 − s2α2)))− 2M3ξ
3κ3(s1s2(o2α

2
1 + o1α

2
2)−

− α1α2(c1c2 − 4)(o1 + o2))); (7.78)

FR(ξ)B2(ξ) =

= P1ζ
2(2M2ξα2(ε3(4ξ2n1α1 − c2n2α1(ξ2c1 − s1α1α3)+

+n1s2α2(ξ2s1 − c1α1α3))− α1ξβcn)−
−2M3ξ

3ε3(s1s2(n2α
2
1 + n1α

2
2)− α1α2(c1c2 − 4)(n1 + n2))+

+2M1ξα1(ε3(4ξ2n2α2 − c1n1α2(ξ2c2 − s2α2α3)+

+n2s1α1(ξ2s2 − c2α2α3)) + α2ξβcn))+

+P2ϑ(2M1ξα1(ε3(4ξ2o2α2 − c1o1α2(ξ2c2 − s2α2α3)+

+o2s1α1(ξ2s2 − c2α2α3))+

+α2(2α3(s1α1 − s2α2)ξ2 + ξβcr))− 2M2ξα2(α1ξβcr−
−ε3(α1(4ξ2o1 − c2o2(c1ξ

2− s1α1α3)) + o1s2α2(s1ξ
2− c1α1α3))+

+2ξ2α1α3(s1α1 − s2α2))− 2M3ξ
3ε3(s1s2(o2α

2
1 + o1α

2
2)−
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− α1α2(c1c2 − 4)(o1 + o2))), (7.79)

где nr = n1o2 − n2 o1; cn = c1n1 − c2n2; cr = c1o1 − c2 o2; ξβ = 2ξ2 − ζ2β2
3 .

Отсюда трансформанты Фурье перемещений границы основания под
непроницаемым штампом определены по формулам из (7.66) и (7.67):
– твердой фазы

ws = {α1[A1(ξ)−A3(ξ)] + α2[A2(ξ)−A4(ξ)] + ξ [B1(ξ) +B2(ξ)]}/FR(ξ);

– поровой жидкости

wf = {M1 α1[A1(ξ)−A3(ξ)] +M2 α2[A2(ξ)−A4(ξ)]+

+M3 ξ [B1(ξ) +B2(ξ)]}/FR(ξ).

Полученные выражения учитывают все волновые процессы в рассматри-
ваемой слоистой ПУНЖ среде, включая поверхностную волну и нормальные
моды [12,81].

7.3.2 Решение динамической контактной задачи

Решение основной задачи методом ортогональных полиномов в [266, § 3.4]
cводится к решению бесконечной системы линейных алгебраических уравне-
ний относительно коэффициентов рядов функций ri, i = 1, 2, которые опре-
делены на отрезке x ∈ [−1, 1], являются нечетными и обращаются в нуль при
x = ±1 и связанных с неизвестными эффективными напряжениями и поровым
давлением интегродифференциальными соотношениями (qj , j = 1, 2)

r1(x) =

∫ x

0

q1(z) dz − t1 x и r2(x) = q2
′(x)− t2 x,

где t1 и t2 – неизвестные постоянные:

t1 =

1∫
0

q1(x) dx ≡ 1

2

1∫
−1

q1(x) dx, t2 = q2
′(1) ≡ −q2′(1).

Функции ri представляем в виде

rj(x) = − 2

π

√
1− x2

∞∑
k=1

(−1)k Rj, 2k U2k−1(x), j = 1, 2 , (7.80)

где UL(x) – полиномы Чебышова 2-го рода; Rj, 2k, j = 1, 2, k = 1, 2, . . . – неиз-
вестные постоянные.
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Для определения неизвестных коэффициентов t1, t2, X2k, Y2k в [266] по-
лучена бесконечная система линейных алгебраических уравнений

2

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
11 (ξ)

ξ
J2k(ξ) J0(ξ) dξ − 2

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
12 (ξ)

ξ
J2k(ξ) J0(ξ) dξ+

+ t1

∞∫
0

K11(ξ) ss(ξ) J0(ξ) dξ + t2

∞∫
0

K12(ξ) sc(ξ) J0(ξ) dξ = 0, (7.81)

2

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
21 (ξ)

ξ
J2k(ξ)J0(ξ) dξ − 2

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
22 (ξ)

ξ
J2k(ξ)J0(ξ) dξ+

+ t1

∞∫
0

K21(ξ) ss(ξ) J0(ξ) dξ + t2

∞∫
0

K22(ξ) sc(ξ) J0(ξ) dξ = πW0, (7.82)

A11X2n + 4

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
11 (ξ) ξ−1J2k(ξ) J2n(ξ) dξ−

−A12Y2n − 4

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
12 (ξ) ξ−1J2k(ξ) J2n(ξ) dξ+

+2 t1

∞∫
0

K11(ξ) ss(ξ) J2n(ξ) dξ+

+ 2 t2

∞∫
0

ss(ξ) J2n(ξ) dξ = 0, n = 1, 2, . . . , (7.83)

A21,X2n + 4
∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
21 (ξ) ξ−1J2k(ξ) J2n(ξ) dξ−

−4

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
22 (ξ) ξ−1J2k(ξ) J2n(ξ) dξ + 2 t1

∞∫
0

K21(ξ) ss(ξ) J2n(ξ) dξ+

+ 2 t2

∞∫
0

K22(ξ) sc(ξ) J2n(ξ) dξ = 0, n = 1, 2, . . . , (7.84)

где ss(ξ) = sin(ξ)/ξ; sc(ξ) = [ξ cos(ξ)− sin(ξ)]/ξ3. Отметим, что первые два
уравнения (7.81), (7.82) системы фактически являются замыкающими уравне-
ниями и заменяют условия ортогональности [33], выполнение которых необхо-
димо для того, чтобы искомые функции r1(x), r2(x) не имели особенностей
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при x→ 1, т. е. чтобы для них были справедливы дальнейшие представления
(7.80).

Для нормированных контактных напряжений и их равнодействующих Rs
Rf имеем выражения

q1(x) = t1 +
4

π
√

1− x2

∞∑
k=1

(−1)kkX2k T2k(x), (7.85)

q2(x) = t2
x2 − 1

2
− (7.86)

−
√

1− x2

π

∞∑
k=1

(−1)kY2k

4k2 − 1
[(2k − 1)U2k(x)− (2k + 1)U2k−2(x)], |x| < 1,

Rs = 2

1∫
0

q1(x) dx = 2 t1, (7.87)

Rf = 2

1∫
0

q2(x) dx = −2

3
t2 +

1

6
Y2. (7.88)

С учетом разложений (7.80) получаем после замены переменной ξ = ζη

для определения неизвестных коэффициентов t1, t2, X 2k, Y 2k бесконечную
систему линейных алгебраических уравнений

t1

∞∫
0

K11(η) ss(ζη) J0(ζη) dη+

+2

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
11 (η) η−1J2k(ζη) J0(ζη) dη+

+ t2

∞∫
0

K12(η) sc(ζη) J0(ζη) dη + (7.89)

+2
∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
12 (η) η−1J2k(ζη) J0(ζη) dη = 0;

t1

∞∫
0

K21(η) ss(ζη) J0(ζη) dη+

+ 2

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
21 (η) η−1J2k(ζη) J0(ζη) dη + (7.90)
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+ t2

∞∫
0

K22(η) sc(ζη) J0(ζη) dη+

+2

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
22 (η) η−1J2k(ζη) J0(ζη) dη = F ;

2 t1

∞∫
0

K11(η) ss(ζη) J2n(ζη) dη +A11X2n+

+4

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
11 (η)

η
J2k(ζη) J2n(ζη) dη+

+ 2 t2

∞∫
0

K12(η) sc(ζη) J2n(ζη) dη − (7.91)

−4

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
12 (η)

η
J2k(ζη) J2n(ζη) dη = 0;

2 t1

∞∫
0

K21(η) ss(ζη) J2n(ζη) dη +A21X2n+

+ 4

∞∑
k=1

kX2k

∞∫
0

K
(0)
21 (η)

η
J2k(ζη) J2n(ζη) dη+

+ 2 t2

∞∫
0

K22(η) sc(ζη) J2n(ζη) dη − (7.92)

−4

∞∑
k=1

kY2k

∞∫
0

K
(0)
22 (η) η−1 J2k(ζη) J2n(ζη) dη = 0; n = 1, 2, ...∞.

Здесь для силовой нагрузки F = [R0−P/(aµ)]/(m0ζ
2), а для кинематической

F = πW (когда задана амплитуда перемещения штампа, а реакция представ-
ляет собой механический импеданс, или обратную передаточную функцию);
m0 = 2hρ/{πa[ρs(1−ϑ)+ρfϑ]} – безразмерная масса; ρ – плотность материала
штампа. Суммой

R0 = Rs +Rf (7.93)

определяется общая реакция основания. Перемещения штампа находим по
формуле

w = (1−R0)/(πµ ζ2m0). (7.94)
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В ядра K i j(η), i, j = 1, 2 подынтегральных выражений коэффициентов этой
системы входят функции

ζ FR(η)K11(η) = β2
3 F1(η) + F3(η); ζ FR(η)K21(η) = β2

3 F1(η);

ζ FR(η)K12(η) = β2
3 [ϑF2(η) + (1− ϑ)F1(η)]− [ϑF4(η) + (1− ϑ)F3(η)] ;

ζ FR(η)K22(η) = β2
3 [(1− ϑ)F1(η) + ϑF2(η)];

K
(0)
11 (η) = ζη K11(η)−A11, K

(0)
12 (η) = (ζη)−1 K12(η)−A12,

K
(0)
21 (η) = ζη K21(η)−A21, K

(0)
22 (η) = (ζη)−1 K22(η).

Выражения для функций следующие:

FR(ξ) = ζ2(M1(α1((2 ξ4c3α3(4n2α2 − c1c2n1α2)−

−(c1α2α3(c2c3 ξβ − 8 ξ2)− ξ2c1s2s3 ξβ )nr+

+4 ξ2α2α3cn ξβ + 2 ξ2c1n1s2s3α
2
2α

2
3)+

+α1(2 ξ4c3n2s1s2α3 − 2 ξ2c2n2s1s3α2α
2
3)))−

−M2α2(nr(c2α1α3(8 ξ2 − c1c3 ξβ ) + ξ2c2s1s3 ξβ )+

+(4 ξ2α1α3 ξβ cn − 8 ξ4c3n1α1α3 + 2ξ2c2n2α1α3(ξ2c1c3 − s1s3α1α3)−
−2 ξ2n1s2α2α3(ξ2c3s1 − c1s3α1α3)) +M3((−s3 ξβ (c1s2α1 − c2s1α2)−
−8α1α2α3(c1 − c2))ξ2nr + 2ξ4c3α1α2α3(c1c2 − 4)(n1 + n2)−

− 2 ξ4c3s1s2α3(n2α
2
1 + n1α

2
2))); (7.95)

F1(η) = η2 s3[d1 M13(d2(4n2 − n1 c1 c2) + n2 s1 s2 d1)+

+d2 M23(d1(4n2 − n2 c1 c2) + n1 s1 s2 d2)]+

+ c3 dqM12(n1 c1 s2 d2 − n2 c2 s1 d1); (7.96)

F2(η) = M12(d1 d2 d3 (4 η2(s1 d1 − s2 d2) + c3(−c1 m1 s2 d2 + c2 m2 s1 d1−
−η2(c2 s1 d1 − c1 s2 d2)))) + η2s3(M13 d1(c1 c2 d2η1 − (4 d2 + s1 s2 d1) η2)−

−M23 d2((4 d1 + s1 s2 d2)η1 − c1 c2 d1 η2)); (7.97)

F3(η) = M23(η2 ηβ s3 d2(M1 d1(4n1 − n2 c1 c2) +M2 n1 s1 s2 d2)+

+2M3 η
4 s3 d2(d1(4n1 − n2 c1 c2) + n1 s1 s2 d2))+

+M13(η2 ηβ s3 d1(M2 d2(4n2 − n1 c1 c2) +M1 n2 s1 s2 d1)+

+2M3 η
4 s3 d1(d2(4n2 − n1 c1 c2) + n2 s1 s2 d1))+

+M12 dq(−ηβ c3(M1 n2 c2 s1 d1 −M2 n1 c1 s2 d2)+

+ 2M3η
2 c3(n1 c1 s2 d2−n2 c2 s1 d1)−8 η2(n2 s1 d1 M13 +n1s2d2M23)); (7.98)

F4(η) = −2 η2d2
q s1 s2 s3 M

2
12 + (dq(2 η

2(4 η2M3(d1 s1 − d2 s2)+

+(2 ηβ(M1 d1 s1 −M2 d2 s2)−M3 c3(c1 d2 s2 η1 − c2 d1 s1 η2)))+
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+c3 ηβ(M1 c2 d1 s1 η2 −M2 c1 d2 s2 η1))+

+2 η2 dq(d1 s1 M13(c2 c3 η
2 + 4 η2)− d2 s2 M23(c1 c3 η

2 + 4 η1)))M12−
−(M13 s3 d1 η

2(2M3 η
2(η2(4 d2 + d1 s1 s2)− c1 c2 d2 η1)+

+ηβ(η2(4M2 d2 +M1 d1 s1 s2)−M2 c1 c2 d2 η1))+

+M23 η
2 s3 d2(2M3 η

2(η1(4 d1 + d2 s1 s2)− c1 c2 d1 η2)+

+ ηβ(η1(4M1 d1 +M2 d2 s1 s2)−M1 c1 c2 d1 η2))), (7.99)

где ηβ = −
(
2η2 − β2

3

)
; nm = n1 (m2 − η2)− n2 (m1 − η2);

η1 = m1 − η2; η2 = m2 − η2;

di =
√
η2 − β2

i , i = 1, 2, 3; dq = d1 d2 d3;

nr = n1o2 − n2o1; cn = c1n1 − c2n2; cr = c1o1 − c2o2;

M12 = M1 −M2; M13 = M1 −M3; M23 = M2 −M3.

Определены асимптотики функций (7.95)–(7.99) при η →∞:

limη→∞ FR(η) = η3 CR βM ;

limη→∞ F1(η) = η2 C1 βM /4; limη→∞ F2(η) = η2 C2 βM ;

limη→∞ F3(η) = 0; limη→∞ F4(η) = −η3 C4 βM /2,

(7.100)

где
βM = M1

(
β2

2 + β2
3

)
−M2

(
β2

1 + β2
3

)
+M3

(
β2

1 − β2
2

)
; (7.101)

CR = 4
[
n2 (m1 − β2

1/2)− n1 (m2 − β2
2/2)

]
; C1 = n1 − n2;

C2 = (m2 − β2
2/2)− (m1 − β2

1/2); C3 = 2 [n2 (M13)− n1 (M23)] ; (7.102)

C4 = 2
[
M23 (m1 − β2

1/2)−M13 (m2 − β2
2/2)

]
;

A11 = (β2
3 C1 − C3)/CR; A12 = −ϑC4/CR;

A21 = β2
3 C1/CR; A22 = β2

3 [ϑC2 − (1− ϑ)C3]/CR. (7.103)

Асимптотики получены по методике работы [266, п. 3.1.4] после вынесе-
ния из функций FR(η) и Fj(η), j = 1, 2, 3, 4 сомножителя s1 s2 s3 с учетом
асимптотических равенств sj = cj , j = 1, 2, 3 при η → ∞, ζ > 0, H > 0.

Асимптотики (7.100) отличаются от соответствующих асимптотических выра-
жений для ПУНЖ полуплоскости [266] множителем (7.101).

Точность числового результата определяется максимальным значением
числа k в (7.80) и точностью оценки интегралов в коэффициентах системы
(7.89)–(7.92). Тестовые расчеты проведены при значениях k от 3 до 8, резуль-
таты изменяются незначительно уже при k ≥ 5. Далее приводятся числовые
результаты, полученные при удержании 5 членов рядов в (7.80).
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7.3.3 Импеданс и реакция слоя

Выполнены расчеты для ПУНЖ слоя в условиях плоской деформации со
следующими параметрами [368]: пористостью ϑ = 0,48, плотностями ρs =

= 2670 кг/м3, ρf = 990 кг/м3, модулем сдвига твердой фазы µ = 9,8 · 107 Па
и коэффициентом Пуассона ν = 0,3.

Переменными являются: высота слоя H = sH/a = 2, 4, 8 (a = 1 м и
a = 10 м); для коэффициента фильтрации рассмотрены значения kf =

= 0,000254 м/с и kf = 0,00254 м/с.
На рис. 7.14 – 7.19 показана функция импеданса основания (реакции осно-

вания при гармонических колебаниях невесомого штампа с единичной ампли-
тудой перемещения) |Z0|, ReZ0, ImZ0 и составляющие импеданса для твердой
(|Zs|, ReZs, ImZs) и жидкой (|Zf |, ReZf , ImZf ) фаз – графики а) – в) соответ-
ственно. В рассматриваемом диапазоне частот ζ < 9,389 изменение скорости
первой продольной волны (параметра β1) незначительно. На представленных
графических иллюстрациях деление оси ζ выполнено с учетом резонансных
частот, на которых в слое зарождаются нормальные моды

ζK = π(K + 1/2)/(Hβ1), K = 0, 1, 2, ... .

При этом, согласно [12], перемещения поверхности слоя резко увеличиваются,
а реакция уменьшается до 0. Шаг делений на оси ζ принят равным π/(2Hβ1),

частоты ζK обозначены метками над графиками а).
На рис. 7.20 – 7.22 показано изменение с частотой теоретического коэффи-

циента динамичности для реакции основания R0 относительно действующей
на штамп вертикальной силы P , т. е. реакцию основания |R0|, ReR0, ImR0

и реакции твердой (|Rs|, ReRs, ImRs) и жидкой (|Rf |, ReRf , ImRf ) фаз –
графики а) – в) соответственно. Инерционная характеристика взаимодействия
штампа и основания m0 вычисляется при h = 1 м и ρ = 2400 кг/м3.

Влияние второй продольной волны пренебрежимо мало. Для слоистого
ПУНЖ основания зависимость реакции от частоты усложняется относитель-
но реакций упругой полуплоскости [233, 238]. Кроме максимума, обусловлен-
ного инерционным взаимодействием, возникают резонансные максимумы на
наборе частот, меньших соответствующих частот запирания слоя как волново-
да. Амплитуды реакции увеличиваются с уменьшением толщины слоя. Вклад
реакции жидкой фазы незначительно увеличивается с возрастанием частоты.

Как показывают результаты расчетов, при увеличении коэффициента
фильтрации (сравниваем рис. 7.17 и рис. 7.19 для импеданса и рис. 7.20 и
рис. 7.21 для массивного штампа) реакция слоя, ее составляющая от поровой
жидкости и степень взаимодействия фаз снижаются.

При расчетах оценивается также теоретическое распределение контактных
эффективных напряжений и порового давления.
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Рис. 7.14. Импеданс при H = 2, kf = 0,00254 м/с
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Рис. 7.15. Импеданс при H = 4, kf = 0,00254 м/с
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Рис. 7.16. Импеданс при H = 8, kf = 0,00254 м/с
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Рис. 7.17. Импеданс при H = 4, kf = 0,00254 м/с, a = 10 м
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Рис. 7.18. Импеданс при H = 4, kf = 0,00254 м/с
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Рис. 7.19. Импеданс при H = 4, kf = 0,000254 м/с, a = 10 м
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Рис. 7.20. Реакция при H = 4, h = 1 м, a = 1 м
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Рис. 7.21. Реакция при H = 4, h = 1 м, a = 1 м, kf = 0,00254 м/с
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Рис. 7.22. Реакция при H = 2, h = 1 м, a = 1 м, kf = 0,000254 м/с
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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ ДЛЯ ГЛАВ 1, 6, 7

ПУНЖ − пористоупругая насыщенная жидкостью (среда)
A, N , Q, R − упругие постоянные ПУНЖ среды, Па

a − полуширина участка приложения нагрузки, полу-
ширина прямоугольной подошвы штампа или ра-
диус круглого штампа, м

b − полудлина прямоугольного участка приложения на-
грузки или полудлина прямоугольной подошвы
штампа, м

b − коэффициент диссипации в двухфазной среде,
кг/(м3 с)

B − безразмерный коэффициенты диссипации в двух-
фазной среде

c − обобщенная скорость волн в двухфазной среде, м/с
c0 − скорость звука в жидкости, м/с
c1 − скорость продольной волны, м/с
c12 − скорость второй продольной волны в двухфазной

среде, м/с
c2 − скорость поперечной волны, м/с
eij − тензор деформации твердой фазы двухфазной

среды
f − частота, Гц

F(ω) − функция, учитывающая зависимость взаимодей-
ствия фаз от частоты

g − ускорение силы тяжести, 9,81 м/с2

H(·) − функция Хевисайда, ступенчатая единичная
функция

Kpr − коэффициент проницаемости, м2

Kr − истинный модуль сжимаемости зерен твердой фа-
зы, Па

Ks = λ+ 2µ/3 − модуль всестороннего сжатия пористого скелета
(матрицы) с пустыми порами, Па

K0 − модуль объемной сжимаемости жидкости, Па
kf − коэффициент фильтрации, м/с
Mc − масса прямоугольного штампа, кг
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Перечень условных обозначений для глав 1, 6, 7 429

ms = Mc/(π
2a3ρe) − безразмерный параметр массы прямоугольного

штампа на двухфазном основании
p − параметр преобразования Лапласа по времени, с−1

p 0 − гидродинамическое поровое давление, Па
q = (ϑ− 1)/ϑ − обозначение

r = sr/a, z = sz/a − безразмерные цилиндрические координаты
sr, θ, sz − цилиндрические координаты, м

sr0 − радиус цилиндрической конструкции, м
s − параметр преобразования Лапласа по безразмерно-

му времени
t = st c2/a − безразмерное время

st − время, с
~U , Ui − вектор и компоненты вектора перемещения жидкой

фазы в двухфазной среде, м
~u, ui − вектор и компоненты вектора перемещения твердой

фазы в двухфазной среде, м
x = sx/a, y = sy/a,

z = sz/a − безразмерные декартовы координаты
sx, sy, sz − декартовы координаты, м

α = b / a − отношение сторон прямоугольного штампа
∆ = ∇2 − оператор Лапласа

δij − символ Кронекера
δ (·) − дельта-функция Дирака
γ − коэффициент затухания в вязкоупругой среде
εij − тензор деформации жидкой фазы двухфазной

среды
λ, µ − параметры Ламе однородной упругой среды, Па
ν − коэффициент Пуассона упругой среды (скелета

грунта)
θ0 − динамическая (абсолютная) вязкость поровой жид-

кости, Па·с
ϑ − открытая осредненная пористость твердой фазы

двухфазной среды
ρh − плотность материала упругого полупространства,

кг/м3

ρв − плотность жидкости (воды), кг/м3

ρf − плотность жидкой фазы (поровой жидкости),
кг/м3

ρs − плотность минерала скелета грунта, кг/м3
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ρ 12 − параметр инерционной связи фаз в модели Био,
кг/м3

ρ11 =

= (1− ϑ) ρs − ρ 12 − плотность пористого скелета грунта, кг/м3

ρ22 = ϑ ρf − ρ 12 − плотность жидкой фазы грунта, кг/м3

ρe = ρ11 − ρ2
12/ρ22 − плотность двухфазной среды, кг/м3

ρ − плотность материала штампа, кг/м3

σij − компоненты тензора напряжений в упругой среде,
Па

σefij − компоненты тензора эффективных напряжений в
твердом скелете, Па

σf − сила, действующая на поровую жидкость, отнесен-
ная к единице поперечного сечения пористой сре-
ды, Па

τ − касательное напряжение на границе твердого тела,
Па

ξ, η − параметры преобразования Фурье (по декартовым
координатам)

ξ − параметр преобразований Ханкеля (по радиусу в
цилиндрических координатах)

ζ − безразмерная частота колебаний
ω = 2πf − круговая частота установившихся колебаний, 1/с

∇ − векторный дифференциальный оператор Гамильто-
на, градиент

: − знак между функцией и ее интегральным преобра-
зованием Лапласа
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